
应用数学和力学
,

第10 卷第 3 期 (1 98 9年 3 月) 应用数学和力学编委会编
A p p lied M a the m a tie s a n d M e eha n ie s 重 庆 出 版 社 出 版

功的互等定理和线弹性变分原理
‘

付 宝 连

(燕山大学
,

1 9 8 6年1 1月2 7 日收到)

摘 要

本文从功的互等定理系统地导出了线弹性变分原理并且给出了边界条件变化的混合变分原理
.

己!
.

自
J . 月二万

文章【1 」从功的互等定理导出了 C as tjg lia n 。定理
.

参照【l 〕的方法
,

我们系统地导出

了经典线弹性变分原理和边界条件变化的变分原理并且给出了边界条件变化的混 合 变 分原

理
.

〔3 〕已表明
,

边界条件变化的混合变分原理更具有实际意义
.

二
、

功的互等定理和最小势能原理及最小余能原理

我们假设
,

第一状态是真实状态
.

⋯ ; “ ,

⋯和在 S
。

上有 X
, ,

⋯ ; 石 ,

⋯
。

对于该状态
,

在犷内有戈
,

⋯ , “,

⋯ 在 S
,

上有叉”

我们约定
,

本文中所谓的第一状态专指前述状态而言
.

在本节
,

我们假设第二状态为
:

在犷内有X
,

⋯ ; 、+ 彻
,

⋯
,

在 5
.

上有 X
, ,

⋯ , “十面

⋯和在 S
。

上有X
,

+ dX
, ,

⋯ ; 公
, ·

⋯

由于我们只考虑线弹性体
,

故U 既表示势能又表示余能
.

对于第一状态
,

根据 C ra Pe ro n 原理
,

·

我们有
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而对于本节的第二状态我们有
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在第一状态和本节的第二状态之伺应甩功的互等定理
,

我们得到

‘

钱伟长推荐
.



付 宝 连

{{{
, 〔’‘·+ ‘“, + 〕。: + {{

J J S 口

〔X
,

(“+ 6u ) + ⋯ 〕d s

针{一枕万洲
·

‘)韶、垂{f
. .

、知+.i
·

殉犷
, J 百肠

一 ’

J J J r

+ ({{ (了
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式 (2
.

3) 中的左端项可以写成形式

Zu +
{{{ (叉。。+ ⋯ )‘: +

}}
_

(二
,

。。 + ⋯ )‘s

沙J 沙 v J J S 口

而其中的右端项为

2 (。 + 。。 )一 {{{ (叉、 + ⋯ )、: 二 {{ (戈
,

。“ + ⋯ )‘s

J 沙 J 犷 J J S a

将前二者代入 (2
.

3) 中
,

我们得到
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这就是最小势能原理
. ‘ :

直接简化式 (2
.

3)
,

我们有

l{} (戈面 + ⋯ )d : + }}
_
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,

加 +
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将 (2
.

5 ) 代入 (2
.

4)
,

我们得到
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这就是最小余能原理
.

最小势能原理与最小余能原理之所以同时可从功的互等定理导出
,
乃由于第一状态与第

二状态都是真实状态所致
.

三
、

功的互等定理与边界条件变化的变分原理

(一) 位移边界条件变化的变分原理

我们将首先考虑位移边界条件的变化
.

位移分量被给出在 S
。

上的变分为 曲
,

⋯
,

而体力

和在 S
。

上的表面力保持不变
.

于是
,

我们有
:

在厂内有了
,

⋯ , 解+ 曲
,

⋯
,

在 S
,

上有 X ”

⋯ , “ + 加
,

⋯和在 S
。

上有X
, ,

⋯ ; . + 面
,

⋯并且我们称这一状态为本节的第二 状 态
.

在第

一状态和本节的第二状态之间应用功的互等定理
,

我们有
’

({! [叉(。+ 。u ) + ⋯〕‘: + !( [叉
,

(“+ 。“) + ⋯ : Js

谈J J r J J S
o
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我们可把 (3
.

1) 的左端项写成形式

Z u + !!! (戈、 + ⋯ )d : +
{{ (戈

,

。“ + ⋯ )d s +
{{ (x

,

。, + ⋯ )‘:

J J J 了 J J S o . J J S 。

而它的右端项为
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,
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并且将它们二者代入 (3
.

1) 中协我们得到
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这就是〔2 ]中位移边界条件变化的势能原理
.

同时我们可直接从 (3
.

1 ) 中得到
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将 (3
.

3) 代入 (3
.

2)
,

我们同样可得到

占U “。

这就是位移边界条件变化 的余能原理
.

(3
.

4 )

(二) 力边界条件变化的变分原理

其次
,

我们考虑力边界条件的变化
.

表面力分量被给出在 S
。

上 的变分占X
, , ⋯

,

而体

力和在 S
。

上的指定表面位移保持不变
.

于是
,

我们有
:

在 犷 内有了
,

⋯ , 。 + 面
,

⋯
,

在凡

上有 X
,

+ dX
, ,

⋯ , u ,

⋯和在 S
二

上有 X
,

+ 占X
, ,

⋯ ; 云 ,

⋯并且我们称这一状态 为 本 节

的第二状态
.

在第一状态和本节的第二状态之间应用功的互等定理
,

我们有
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我们可把 (3
.

5) 的左端项写成形式

2 (u + 。u )一 {{ (u。叉
,

+ ⋯ )d s 一 {{ (。拼
,
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而 (3
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5) 的右端项可写成
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将上两式代入 (3. 5) 中
,

我们得
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这就是力边界条件变化的余能原理,.

从 (3
.

幻 中直接得到
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,

+ ⋯ )ds + {{ (。二
,
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将 (3
.

7) 代入 (各
.

朴
,

我们得到
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这就是力边界条件变化的势能原理
。

作为 (3
.

6) 的理论应用
,

我们给出弹性体表面位移的一般表达式如下

1 (f「
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这里 几
, ,

⋯ , X
, , ,

⋯分别表示 由沿所求位移方向在流动坐标点 (雪
, 刀,

0 处作用一 单 位

集中载荷所产生的相应的应力分量和表面力分 量
.

(三 ) 体 力变化的变分原理

最后
,

我们考虑体力的变化
.

我们假设
,

体力分量的变分为 占戈
,

⋯而 力的边界条件和

位移边界条件保持不变
.

于是
,

我 们 有
:

在 犷 内有 叉 + 占叉
,

⋯ ; u ,

⋯
,

在 S
,

上有 X ”

⋯ , 。 + 面
,

一和在 S
。

上有 X
,

十盯
, ,

⋯ ; 。,
·

⋯ 我们称这一状态为本节的第二状态
.

在

第一状态和本节的第二状态之间应用功的互等定理
,

我们有
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用与前节相 同的方法
,

我们有
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这就是体力变化的余能原理
。

由 (3
.

1 0) 我们直接得到
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将 (3
.

1 2 ) 代入 (3
.

1 1 )
,

我们得到

。u 一 {{
、

(叉。“+ ⋯ )d 犷

J J 万。

(3
.
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这就是体力变化的势能原理 ‘
’

作为(3
.

1 1) 的理论应用
,

我们可给出与(3
.

9) 相 同形式的在 犷 内的一般位移表达式
.

四
、

功的互等定理与边界条件变化的混合变分原理

(一) 位移边界条件变化的得令变分原理
.

· 、

一 :
、

丫

像在第三节(一 )段一样
,

首先
,

我们还是考虑位移边界条件的变化
.

但是 与上节不同的

是
,

在 S
,

上指定的表面力分量是变化的
,

它们用 占叉
, ,

⋯来表示
,

而体 力 和 在 S
,

上的相

应表面位移保持不变
·

于是我们有 ;
一

在尹内有 叉
,

一
; “十舀妈

_

, 二 ,

在 S
,

上 有 叉
,

+ 占X
, ,

⋯ ; “,

⋯和在 S
。

上有X
, ,

⋯ ; 云+ 如
,

⋯ 并且我们称这一状态为本节的第二状态
.

在第三节

(一 )段 与本节的两个第二状态之间应用功 的互等定理
,

我们有
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,
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,
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将式 (4
.

1 )代入式 (3
.

2 )中
,

我们有
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这就是位移边界条件变化的混合变分原理
.

(二 ) 力边界条件变化的混合变分原理

像在第三节 (二 )段一样
,

其次
,

我们还是考虑力边界条件的变化
.

但是 与第三节 (二 )段

不一样的是
,

在 S
。

上指定的表面位移分量是变化的
,

它们用 如
,

·

,’来表示
,

而体力和S
。

上

的相应表面力保持不变
.

于是 我们有
:

在 犷 内 有 戈⋯ , 。 + 面
,

⋯
、

在 S
,

上有 叉
,

十d X
, ,

一 ; “,

⋯和在 S
。

上有 X
, ,

⋯
, 云+ 加

,

⋯并且我们称该状态为本节的第二状态
.

在第三节

(二) 段和本节的两个第二状态之间应用功的互等定理
,

我们有
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,

+ ⋯ )d s 二一 !} (x
,
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J J S . J J S “

将 (4
.

3 ) 代入 (3
.

6 )
,

我们有
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这就是力边界条件变化的混合变分原理
.

(三 ) 体力变化的混合变分原理

应用与前节相同的方法
,

我们能够获得体力变化的混合变分原理为

。二 = }{{ (。。戈 + ⋯ )、: 一 {} (二
,
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