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摘 要

本文借助于正交张量特征值的特性
,

采用部分的方法
.

利用二维正交张量典则表示
,

很快 就

构造出一般”维欧氏空间上的正交张量的典则表示
.

利用 Cay le y一H a m ilt
o n 定理

,

求得了正交张

量各主不变量之间的相关方程
,

从而使得正交张量特征根的求解只需要在一个阶数不大于空 间 维

数 n 的一半的代数方程上进行
.

本文还给出了正交张量的独立参数个数—自由度的计 算公 式
.

一
、

引 言

正交张量首先以转动张量这个特殊情形由 E ul e r〔” (1 7 58 ) 引进
,

他采用三个所 谓 E ul e r

角的独立标量参数刻划刚体的一般定点转动
;
Ri ch t e r 班么’(1 9 5 2) 首先把C a

uc hy的极分解 弓I进

到近代连续介质有限变形理论
,

从此
,

转动张量就成为该理论必不可少的度量 ; 由E
.

和 F
.

Cos se ra t〔幻(1 9 0 9) 兄弟俩提出
,

并在60 年代成熟起来的极性介质变形理论
, 一

则更是用转 动张

量作为直接的
一

、

独立的几何度量
。

所有这些转动张量在远比刚性运动复杂的领域中应用时
,

都要求具有张量的不变性形式
,

即转动张量的典则式
,

E ul e r 的方法不能满足这一要求
.

此

外正交张量的典则形式在经典与近代物理中也都有着许多应用
.

近几十年来
,

在三维正交张量典则式的构造方面出现了许多文献
,

郭仲衡
乏‘, (19 8 1) 对此

作了系统的总结 , 这些工作一般索采用代数的或几何的构造性方法所得
,

其中利用 C a y le y
一

H a m ilt on 定理所进行的构造是较简单的一种方法
扛”’.

本文通过正交张量特征子空间对空 间

进行正交剖分
,

很快就构造出一般
n 维欧氏空间上正交张量的典则形式

.

二
、

正交张量的特征子空间

下面具体在某个
、
维欧氏空间罗

。

上进行讨论
,

即所讨论的矢量及张量都是 g 。

上的
·

记

a À b
、 a b和 lal 一斌 反a 一分别为任意矢量a , b的张量积

、

内积和 a 的长度 ; B , , tr B和 d et B分

别为任意二阶张量B 的转置
、

迹 函数和行列式函数
.

一个二阶张量 Q 被称作为正交张量
,

如

果Q能满足下述三个互相等价的条件之一

( 1) IQ aj = laI ;
_ ,

‘

(2
.

1)

( 2 ) (Qa ) (Qb ) 二a b ; ( 2
.

2 )
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3)等( 3 ) Q , Q = 燮霆全 =

其 中a ,
b 是任意矢量

,

l是单位二阶张量
.

( 2
.

3) 表明一个正交张量Q必须可逆
,

于转置Q全 . 一
、

_
_

一 ;

( 2

其逆键
一 ’

一个复值矢量
、釜指的是存在两个矢食a和 b

,

使得尹 二a + :rb
,

其中 i 二创‘ 1 为 纯 虚 单

位
.

户 的共辘为尹 二 a 一山
,

大小为

!v
关
}

:

记Q的

= 刚 v , , 二
,

二寸矛下『 ( 2
.

4 )

任意给定正交张量Q
, n

个主不变量为

= 工; (如
’

(吞= 工
,

2, ⋯
,

n) ( 2
.

5 )

已知道 I
,
二 t r Q

,

I
。
二 d e tQ

,

等等
.

由 ( 2
.

3 )又得 d e t ( QT桑) = ( d e t公)
“= d e tl二 1

,

即

。
二 d e tQ二士 1

对键的特征方程
Q 产 = 几r关

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

特征值 几必须是下述燮的特征值方程的根
_

一 .

护一 1
.

1
文卜

,
+ 1

2
几
。
“ 二

·

,’ + ( 一 1)
”

I
二

= 0 ( 2
.

8 )

在复数域 上
,

上述
。次方程总是存在。个根的

,

对应其中的复根
,

显 然
,

招
.

7) 中的 r餐 只能取

复值矢量
. 一

” 一

记久是 (2
.

8 ) 的任意一个 (复) 根
,

相应 的 (复值 ) 特征矢量为 r‘
.

根据 ( 2
.

2)
,

我 们 有

(心砂) (Qr, ) = 兀几F‘ r‘ = F‘ r , ( 2
.

9 )

因为 I产 I
“
一泄 r务 > 0

,

故 _

!几卜天几= i ( 2
.

1 0 )

这就证明了Q的特征根的集合夕由 + 1 ,

一 1和 成对的单位共辘复数组成
.

因为全部特征 值之

乘积又等于 I
。
二d o tQ= 士 1 ,

若再把Q的特征值集合中成对的 + 1和成对的一 l 都归算到属于

共辘单位复数范畴
、

,

便已得到
一 _

引理1
.

当空间才
*
维数是奇数

,

即 n 二 2、+ 1 时
,

任意正交张量Q的特征值集合夕 由 I
。

和。对
.

共扼单位复数组成 ; 当子
,

的维数是偶数
,

即 ”二 2烧时
,

若 I
,

= l ,

则Q的特征值集合

夕由。对共辘单位复数组成
,

若 工
二

‘一 1
,

,

则趁的特征
,

值集合夕由 + 1
,

一 1和 。一 1 对共扼单

位复数组成
· 一

- J _
, ,

_

对Q的每一个复特征根又
,

记挤升赵十山为公的相应元的复值特征矢量
,

由a 和 b张成 的一个

了 。

的二维子空间L (抓 b) 称作为窗
。

的相应几的特征子空间
.

显然
, L (a

,

b )中任意矢量在 公

作用下仍然是L ( a ,
七 )中的矢量

,
去(a

,

b ) 是会的一个不变子空阿
.

三
、

二维空间正交张量的典则表示

将约定采用符号R
+

和 R
一

分别表示二维空间中行列式为 + 1和 一 l的正交张量 ; 称 R
十

为转

动张量
,

R
.

一

为翻转张量 一

面推导R
‘

新R
一

的典则式
.

行列式为十 ; 的任意维空间的正交张量则称作为正常正交张量
.

下

因de 淤‘
1 ,

故可设即 的特征根为
一

飞

e x p [‘0」二 c o s口+ ‘s in e
, e x p 卜记」= 。。s

沙一 i s i n 口

相应的复特征矢量记为e ,

士沁
: .

于是
,

特征方程 ( 2
.

7) 在此时可等价地用

R
+ e

,

二 e o s o e ,

+ s i n o e
。 、

民
” e 。二 一 5 I n 臼e z + e o s 臼e : J

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )
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表示
.

由(R
十 e * )(R

十 e , ) = e *e , (秃
,

j= 1
,

2 )
,

(e : 一 e孟)sin o
‘

二0 ,

当 si n o铸 O时
,

由 (3
.

3 )
,

我们不妨设

推出

e 、e Z sin o = 0 (3
.

3 )

}e
,
1‘ }e

。

}二 1 , e ; e : = 0 (3
.

4 )

再 由(3
.

2)
,

便可导出

R
+
二 e o ssi一 sin o ‘ (3

.

5 )

其中

二 e , À e , + e : À e Z ,

‘二 e ,À e :
一 e : À e ,

!与单位正交标架 {e , , e : } 的选择无关
,

刚好是单位二阶张量
;

( 3
.

6 )

‘与相同旋向的单位正交标

架 {e ; , e Z }的选择无关
,

;

正是置换张量
.

如果
5 ino = 0 ,

则由 (3
.

2) ,

可以直接规定 ( 3
.

4 )
,

故

此时仍然有 ( 3
.

5) 成立
.

因d e tR 一
二一 1 。

由引理 1
,

R 一 n l二 n l ,

R 一

的特征根只能是 + 拜口一 1 .

记R 一

的特征 方程为

R 一 n Z = 一 n Z
玉 ( }n

,

}= 1n Z I = 1)

由 n , n Z = ( R 一
:
) ( R

一 n Z
) = n 工

( 一 n :
)

,

又推出 n : n :
二 0

,

从而 {n , , n : }

( 3
.

7 )

构成一单位正交标架
。

由

(3
.

7 歹易得
R 一 = n : À n , 一 n ZÀ n : = l一 2n 2À n : ( 3

.

8)

式 ( 3
.

5 )和 ( 3
.

8) 分别就是R +
和 R 一

的典则表示
.

式 (3
.

5) 形式下 R +
的几何意义是

, R 十

使

得每个矢量沿笼e
, , e Z}的旋向转过角度口; 式 (3

.

8) 形式下R 一

的几何意义是
,

R 一
使得每个矢量

沿 n :
方向反射

.

四
、

n 维空间正交张量的典则表示

首先对
, 二2烧 + 1维空间罗

。

上的任意给定正交张量 Q进行讨论
.

根据引理 1, 此时 I 。 =

de 七Q为Q的一特征根
,

相应的单位化特征矢量为 e ,

记无= L( e )为e 张成的一维子空间
,

’

介 为

L 的直交补 ( g
二

的一个
n 一 1二2。维子空间)

。

于是
,

可以把设一般写成

Q = I 声O e + a À e + e À b + Q。 ( 4
.

1)

其 中a ,

b为L “ _

匕的矢量
,

氨为L
“

上的二阶张量
.

于是
,

利用 a e 二 be 二Qo e = e Q。= 0 和 I 二= l

即可得

QTQ二 ( 1+ a 名 ) e À e + ( I 。 b + Q若a ) O e

+ e À ( I
。

b + a Q。) + ( bÀ b + Q若众
。) (4

.

2 )

因为QT缝二 l二 (e À e ) 十 ( !一 e À e)
,

其 中l一 e À e 构成介上的单位矢量
,

故由 ( 4
.

2) 得a 二卜
。

,

以及

鱿。
。
一扮一卜

e À e (4
.

3)

Q = 工
, e À e + Q。

一

(4
.

4)

可见
, Q。

是 I.c 上的正交张量
. ‘

再注意到

工
。
二 d e t泛}。

。
二 d e t ( I

· e À e ) i;
·

d e t ( Q。) }: ‘

即得
d e tQ。

}:
·

二 1 (4
.

5 )

因此替
。

是L
“ _

匕的正常正交张量
.

当空间维数为
n 二2。{付

,

必须对正常正交张量和非正常正交张量分别进行讨论
.

设 Q是一

个非正常正交张量
,

即d e tQ一 一 1 .

由引理 1 ,

Q有 + 1和 一 1 的特征根
,

相应的特征方程为
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Qe ,
= e , ,

一

Qe :
~ 一 e 。 (4

.

6 )

类似第三节对R
一

的讨论
,

可以证明
,

el 和 e :

是正交的
,

故不妨认为{e
; , e Z

}单位正交
。

记

R 丁二 e ,À e 工
一 e ZÀ e :

( 4
.

7 )

比较 ( 3
.

8) 和 (4
.

7 )
,

可见R 丁是 由e ,和 e Z

张成的二维子空间 M一M ( e
, , e :

)上 的翻转张量
.

记

M
c

为M的正交补 (为一个 2。一 2维子空间)
,

于是Q 可以表示成

Q二 R l + a ,À a + bÀ b , + Q ; ( 4
.

8 )
·

其中a ; , b ,

为M上的矢 量
, a ,

b为M
‘ _

七的矢量
,

Q ,

为M
“

上的二阶张量
,

利用QT Q = l,

就可

证明
Q一 R l + Q : ,

Q:,Q
工= !一 (e ,À e l + e ZÀ e 户 ( 4

.

9 )

由于!矿一 !, ( e
, À e , + e : À e : )刚好是M

“ _

上的单位张量
,

故Q :
是M

“

上的正交张量
.

再由

d e tQ I名
。 = d e tR 了!,

·

d e tQ : l,
‘

(4
.

10 )

以及
-

d e tQJ:
” = , 1 , d e tR 了l, 二一 1 ( 4

·

11)

可见Q工

又是M
“

上的正常正交张量
.

对于
。= Z m 维空间 g : _

匕的正常正交张量Q ,

按照 引理 1 ,

Q的特征根全部由单位共扼复数

对组成
,

任取ex p 〔‘内和 ex p 〔一 i们为Q的一对单位共扼复特征根
, e ; 士ie :

为相应的复值特征

矢量
.

(类似第三节中对R+ 的讨论
,

可以证明
,

不妨设 }e
,

}= le : }= 1 , e , e : = 0
.

于是

R 士= e o so( e , À e , + e : À e :
)一 s i n s ( e

, À e Z
一 e : O e , ) ( 4

.

12 )

构成了对应
e x p 〔士i内的Q的特征子空间

,

即 e 工

和 e Z

张成的二维子空间 N = N (e ; , e Z
)上的转

动张量
.

类似在前面进行过 的讨论
,

可以证明

Q = R士+ Q: ( 4
.

13)

其中Q:
是 N ( e , , e :

)的正交补N ”

上的正常正交张量
。

综合上述全部讨论
,

可归纳成下述邢维空间正交张量典则表示的基本定理
:

定理 1 对任意给定的
n
维欧氏空间舍

。
_

上的正交张量Q ,

可以将Q分解表示为

( 1 ) 当
n 一 2。+ 1时

,

Q = ( d e tQ ) e ,À e , + R士+ R言+ ⋯ + R盖 ( 4
.

14)

其中单位矢量“ ,

满足Qe , = ( d et Q)e , , R丈(秃= 1 , 2
,

⋯
, m )是分别对应于Q的各单位共辘复特

征值的特征子空间上的转动张量 ;

( 2 ) 当n = 2尔且d et Q = 1时
,

Q= R 寸+ R 言+ ⋯ + R 言 (4
.

15 )

若d e tQ = 一 1 ,

Q = R ; + R畜+ ⋯ + R 言 (4
.

16 )

其中R丈为对应各单位共扼复特征值对的特征子空间上的转动张量
, R 了为 相应特征值对 ( 1 ,

一 1) 的特征子空间上 的翻转张量
。

作为定理 1 的一个应用
,

我们给出三维欧氏空间上正交张量Q的典则表示
.

由 ( 4
.

14 )
,

Q二 l e 工À e , + e o ss( e ZÀ e Z + e 3À e 3 )一 s i n o( e Z

À e 3
一 e 3À e Z ) ( 4

.

17 )

其中 I 二 d e tQ
, e ,

满足Qe ;
二 1 e l , { e ; , e : ,

ea }构成一单位正交标架
.

记 ‘为三维空间的置

换张量
,

于是

L = 一 ‘e , = 一 ( e :À e 。一 e 3À e :
)

L Z
二一 ( e ZÀ e : 一

于e 。À e 。)

可见 ( 4
.

17 ) 中的Q又可进一步表示成

} ( 4
.

18 )



Q=

。

维空间正交张量的典则表示和白由度公式

1 1+ sin 0L弓
一

(I 一 e o so)L
Z

8 9

(4
.

19 )

这正是常见 的三维空间正交张量的典则表示
。

若采用分量矩阵形式表示(4
.

14 )
,

(4
.

15 )和 (4
.

16 )
,

则可表示为存在单位正交 架 {e : ,

e Z ,

一
,

e ,

}
,

正交张量Q在该标架下 的分量矩阵为

I
, O

e o s0 1

s in s l

一 sin 口
1

e o so
:

〔Q〕=

(对应 (4
.

14 ))

e o s0
2

sin o
:

一 sin 0
2

e o s s
:

�欲城J、..浦J硬汉
.,凡民J,.,目阴.

.J-

O

e o s s. 一 s in o
, ‘

s in oo e o ss.

( 4
.

2 0 )

e o s0 1

s in 8
1

一 s in 8 1

e o s0 1

O

〔Q〕二 ( 凌
.

2 1 )

(对应 ( 4
.

1 5 ) )

e o s 8
2

5 i n 口
2

_ s i n 02

e o s 0
2

O

e o so。 一 s i n o。

s i n so e o ss,

�.lesesl.粗..l.es德j.l琦Jwe

{
-

1 0 O

0 一 1

[Q〕= ( 4
.

2 2 )

(对应 ( 4 16 ) )

e o s乡
:

s in 乡
2

一 s i n o
:

e o s8
2

e o ss。

s in o。

_ s i n s。

O e o ss,

,

l
日

!l
一

其中 co s口
,

士isi
n 夕

, ,

⋯
, c o s。士isi

n
甄 为Q的单位共 扼复值特征根

.

上述结果 与前人所 得结
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嗓相如致 (参见 〔6〕
,

第 9 9 ~ 1 0 0页 )
.

五:
:

芷交张量的特征根方程
少

戈甲 只 报
,

根据定理 1
,

每个具体正交张量Q的典则表示需要计算Q的各个特征根
.

为此必需简化Q的

特征根方程
.

子

我们知道
,

任意二阶张量
,

特别地
,

正交张量 Q的主不变量可由迹函数求解如下

k
·

I ‘= I卜 , tr Q一 I 。一 : trQ
Z
+

,

一 + (一l )几
一 ‘t共Q九

1

(5
.

1 )

其中寿二 1
,

2
,

⋯
, 。 ; I ‘二

to n 方程

I 。(Q)为Q的第庵个主不变量
.

另一方面
,

从Q的军ay le y
一
H a m il

-

Q
”
一 I

,

Q
” 气‘+ ⋯ 下心“ i )

“

I
。
l= 0 七匕、2 ;

利用Q
一’二Q

, ,

可获得下列与 (5
.

2) 等价的方程
·

、

, ,
一

Q
” 一

介分
、

王
; Q

“ 一‘一 ’+ ⋯ + (一 1 )
”一“ I

。 一。. + (一 1 )
” 一“小’ I

。 一 。十 :
Q

,

十 ⋯ + (一 1 )
“

I
,

(Q
T )“二 0 (几二 0 , 1 ,

⋯
, ”) (5

.

3 )

再利用tr Q尸= trQ
,

由(5
.

3 )求迹函数得

{trQ卜 飞一 I
, tr Q

” 一 几一 ‘+ ⋯ + (一 i )
“ 一念一 ‘ I

。 一 。一 , tr Q}

+ {(一 1 )
” 一 为+ ’

I
。 一 ‘+ , trQ + ⋯ + (一 i )

”

I
二 t rQ人}

+ {(一 1 )
” 一 “ I

。 一 。trl}

二

O (5
.

4 )

由(5
.

1 )
,

可见 (5
.

4) 中第一个大括号项等于

(一 z )卜卜 ‘(n 一 k ) I 卜。

(5
.

5 )

而第二个大括号项等于 (一 1 )
, 一
、 I

二 一 。,

故(5 .

4) 可写成

k l 卜。= I
。 一 。+ : tr Q
一

+ 嘻一 1 )介
一’

I
,

大
rQ‘

(5
.

6 )

特别地

I
。一 ,
二 I

。t rQ二 I
,

I
,

2 1
, 一 : = I

。一 , trQ一 I
。 tr Q

Z
= I

”

( I
: trQ一 tr QZ )= 2 1

:

I
二

3 1
, 一 : 户 I , 、: 上: Q‘ I

, 一 , tr QZ + I
。 trQa= I

。

( r : tr Q一 I , trQ
Z
+ tr Qs )

二 3 1 0 1
。

等等
,

其 中利用了(5
.

1) 石于是得到

定理2 任意正交张量Q的各主不变量满足

、·;戈扩
喊

!
二二 1

n 一 ! -

日一 忿
-

一

界一 刀今
~

I , I
, ,

1
.

:

I
。 ,

1 0 1
二 ,

I
。 一 ; I

I
。一 : I (5

.

7 )

. 二 I
。

一 I
。

飞加 气
,

甲

�或

其中m 对应
, 二 2济和”二 Zm 士1

.

下面给出ts挤) 的两个应 用
.

二维空间任意给定正交张量Q的两个主不变量 I 和 I 满足

, 乐 : I “= 1 ,

I 二 1 1 ( 5
.

8 )

故当 I 二一 1时
,

由 (5
.

8) 推出 I = 0 ,

Q 的特征方程为 矛一 I 几+ I == 护一 1 二。
,

故有十 1 和

一生两个特征根
.

友当
之l = 1

晰
}两个特征根为

“
】 . ‘、
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e x p : 士‘。〕

号
士‘

价
一

(1)
“

(5
.

9 )

三维空间任意给定正交张量 Q 的三个主不变量 工
,

I
,

I 满足

I
’
二 1 ,

I 二 1 1 或 I 二 I 工

于是
,

Q的特征根方程可写成

护一 I 护 干 I几一 I = (几一 l )〔护一 ( I 一 I )几+ 1」一 O

故 (4
.

19 )中的
e o so由

(5
.

10 )

(5
.

1 1 )

I一2
了.主

e o s夕二 (弓
.

12 )

计算 (当然
,

该结果也可由(4
.

19) 两边求迹数直接获得 )
.

一般地
,

对
n = 2 ,

一

卜1, 由(5
.

7)
,

正交张量公的特征根方程可写成

{几
2 琳 + ’一 I

;
几

2 饥 + ⋯ + (一 1 )仍 I 。又爪
+ ‘

}

一 I
。

{(一 1 )饥 I 。久邢 + 一卜(一 1 ) 工
1
久斗

一

1 }二0

删去因子 (几一 I
。

)后
,

(5
.

1 3 )成为

(5
.

1 3 )

、jsel-/r

!

(几
2“ + 1 )一 a ; (久

2 饥 一 ‘
+ 几) + ⋯

易求得推算
a : , a : ,

⋯
, a 二 的方程为

a ; + I
。
二 I

,

a : + I
。a : 二= I

+ (一 1 )仍 a 。久价二 O (5
.

1 4 )

(5
.

15 )

对
, “ 2阴 ,

对
n = 2川 ,

a 。斗
一

I
。 a , 一 :

二 I 。

d e tQ= 1的情形
,

特征根方程为

以“
一

卜1) 一 I
工
(矛 m 一 ’

+ 只)十 ⋯ 十 (一 1、“ 1 , 久“ = O

d et 徽= 一 1 的情形
,

特征根方程为

(5
.

16 )

(护‘一 1) 一 I
,
(矛” 一 ’

一只)+ ⋯ + (一 1 ) ,

尸I 。 一 ,

(之“
子 ‘
一只~

’

)一 。 (5
.

17 )

消去因子 (矛一 1) 后
,

(5
.

1 7) 将化成

(尸~
“+ 1) 一 b

工

(护~
“+ 几) +

一
卜 (一 1 )加

一 ’
b , _ : 之“

一 ’
= o (5

.

18 )

其中
,

系数b
, ,

⋯
,

b一
:

的计算公式为

b : = I
:

b
3
= 1

1
+ 1

3

b
。
= I

工
+ I

。
+ I

。

b : 二 1 + 1
2

b
‘
二 1 + I

:
+ 工

‘

b
。
二 1 + 1

2
+ I

‘
+ I

。 (5
.

1 9 )

总之
,

实际特征根的计算只需要在形如 (5
,

“ )( 或(5
.

招 )) 的方程上进行
,

其中兀为之的复共扼
,

故 (5
.

1 4 )可化成
·

(e o s口) , 一 a ,

(e o s夕) , 一 1+ ⋯ + (一 i )‘ a 。二 o

因为刃只二 工
,

其中
c o s。二 三(, 十 兀)

,

或 , 一。x p 〔士i0 〕

‘

(5
.

2 0 )

(5
.

2 1 )

这是一个方程阶数不大于空间维数的一半值的代数方程
.

六
、

自 由 度 公 式

下面根据定理 1 确定正交张量所能具有的独立参数个数
,

即正交张量的自由度
.

对于式
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(4
.

20 )~ (4
.

22 )中的 口
, ,

氏
,

⋯
,

口。
,

它们显然可以独立地变化而不影响对应的Q为正交张

量 ,
再考虑到ex p 〔‘0 , 〕

,

ex p 〔一 i0 , 〕
,

⋯
, e x p 〔一 i0 。

伪Q的特征值
,

这又证明了在 O的各主

不变量之间不可能存在比 (5
.

7) 更多的关系
,

形如 (5
.

14 ) 的方程已经是求解 Q 的特征值的最

简单的方程了
.

因此
,

要确定正交张量 Q的自由
‘

度
,

对 (4
.

1 4) ~
‘

(4
.

16) 三种情况都归结为确

定m 个互相正交的二维子空间所需要 的独立参数个数 问题
.

我们知道
,

任意两个非共向矢量a
,

b 确定一个二维子空间 刃 (a
,

b )
.

采用外积 a A b =

(a À b一 bÀ a ) / 2便可完全确定万 ( a , b ) ,

任意两个矢量 a 工, b ,
属于万 (a

, b ) ,

当且仅当存在

常数 C ,
使得 a , A b ,

二C a A b 即 a A b 构成万 (a
,

b) 的一个定向基
,

它可以相差任意一个非

零因子
.

因为a A b共有 C乏二 tl( n 一 1) / 2个独立参数
,

故确定刃 ( a
,

b) 需要C二一 1个独立变数
, 飞

依次递推
,

便可求得确定。个互相正交的二维子空间所需要 的独立参数个数
.

再由(4
.

14)
,

(4
.

15 )
, (4

.

16 )就可获得如下结论

定理 3 n
维空间正交张量Q的自由度D 为

( a ) 当n 二Zm + 1时

D 二 m +「( “瞥
‘)一 11「( 2瞥

‘)一 21
,

二

「(资)一
11/ m !

L ‘ 」L ‘ J L ‘ J

二 m +
( m + 1)
2仍m !

(2阴 ) !;
( 6

.

1)

( b ) 当
n 二 2胡 且 d e tQ二 1时

刀二m +「(妙)一 1
又「( “乍

“)一 11⋯「(聋)一 1
飞z (

m 一 1) :

“
J

“
」 L ‘ J

m 十
( Zm + 1) !

3
·

2仇烧 ! (若m > 1)

(若爪二 1)
( 6

.

2 )
1

丫礴L

一一

( e ) 当”二Zm 且 d e tQ二一 1时

D 一{
州一 1+

( Zm + 1) !

3
·

2仍
·

形 里 ’ (若m > 1 )

(若m == 1)
( 6

.

3)
0

[ 3 〕

[ 4 〕

[ 5 1

[ 6 〕
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