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用奇异值分解方法计算具有重特征值

矩阵的特征矢量
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摘要 :  若当( Jordan)形是矩阵在相似条件下的一个标准形,在代数理论及其工程应用中都具有十

分重要的意义# 针对具有重特征值的矩阵,提出了一种运用奇异值分解方法计算它的特征矢量及

若当形的算法# 大量数值例子的计算结果表明,该算法在求解具有重特征值的矩阵的特征矢量及

若当形上效果良好,优于商用软件 MATLAB和 MATHEMATICA# 
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引   言

在代数理论及其工程应用中, 矩阵的特征矢量及若当形越来越受到重视# 在振动系统的

模态分析和控制系统的设计问题中,更需要考虑如何计算具有重特征值的矩阵的特征矢量# 

在不存在重特征值的情况下, 已有多种方法求矩阵的特征值及其相应的特征矢量,由此可以求

得矩阵的若当形,并已研制出了广泛使用的商品软件, 如: EISPACK, MATLAB[ 1] 和MATHEMAT-

ICA[ 2]等# 在 MATLAB的最新版本中,也考虑了重特征值的情况# 但当阶数超过 5且有重特征

值时, 用MATLAB和MATHEMATICA软件计算的结果往往不尽如人意,是误差较大的近似解

# 造成上述误差的主要原因在于这些软件在计算特征矢量时采用的是反幂法[ 3] ,原则上说不

适用于重特征值的情况, 而用符号运算时,矩阵元素又必须是整数或小的整数之比# 不适用于

工程实际问题# 

参考文献[ 4]中给出了求矩阵重特征值的方法, 并取得了满意的结果# 在此基础上, 本文

采用奇异值分解方法求矩阵的特征矢量及若当标准形# 算法的主要思想如下:首先求矩阵的

重特征值,再运用奇异值分解方法确定这些重特征值的特征矢量及相应的若当块的个数# 然

后利用若当块的特殊形式,确定矩阵对应于每一个若当块的特征矢量链,最后求出矩阵的特征

矢量及若当形# 

本文针对具有重特征值的矩阵,提出了一种运用奇异值分解方法计算它的特征矢量及若

233

 应用数学和力学,第 25 卷 第 3期( 2004年 3 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2002_03_26; 修订日期:  2003_11_18

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 69974003) ; 高等院校博士点基金资助项目( 2001001011)

作者简介:  迟彬 ( 1974 ) ) , 女, 辽宁盖州人, 博士 ( 联系人. Tel: 86_512_65321234_3575; Fax: 86_512_

65321234_3555; E_mail: bin. chi@ samsung. com) .



当形的算法# 数例表明, 本文提出的算法在求解具有重特征值的矩阵的特征矢量及若当形上

效果良好# 

1  算法的基本原理

由代数理论可知,对于任意一个 n阶方阵A ,如果 A具有n个互不相同的特征值, 则 A一

定相似于一个对角矩阵, 即存在可逆矩阵 W,使得 W
- 1
AW为对角形,并且主对角线上元素为

矩阵 A的特征值; 而如果 A的相异特征值的个数小于n,也就是矩阵 A的特征多项式具有重根

时,则矩阵是否可以对角化需要视重特征值所对应的特征矢量空间的维数而定# 当特征矢量

空间的维数之和等于方阵 A 的阶数时, A仍可相似于一个对角矩阵,主对角线上的元素除排

列次序外是确定的, 它们是矩阵 A的全部特征值(重根按重数计算) [ 5~ 6]# 

当特征矢量空间的维数之和小于 A的阶数时, A不可对角化# 但是我们仍然可以找到一

个可逆矩阵 W, 使得 W
- 1
AW具有如下的形式[ 6] :

  J =

J1  0  

 J2

  w
 0  J t

,

其中:

J i =

J i1  0  

 J i2

  w
 0  J in

i

, J ij =

si 1  0

 si 1  

  w 1

 0  si

,

t 为矩阵A的相异特征值的个数, ni为对应于特征值si的特征矢量空间的维数,方阵 Jij ( i = 1,

2, ,, t ; j = 1, 2, ,, ni ) 为对应于特征值 si 的若当块,它的大小是 nij ( 6
n
i

j= 1

nij 是特征值 si 的重

数)# 称具有上述形式的矩阵 J 为矩阵A的若当标准形( Jordan) ,这个若当形矩阵中除去若当

块 J ij 的排列次序外,是唯一的# 

要想求得矩阵 A的若当标准形,关键问题在于找到可逆矩阵 W# 

首先分析若当形标准形中的若当块 J ij# 若矩阵 W存在,则对于 W中的相应于若当块J ij

的那部分列矢量,下述等式成立:

  A [ v1  v2  , vm ] = [ v1  v2  ,  vm] J ij ,

其中: [ v1  v2  ,  vm ] 为 W的部分列矢量组, m = n ij# 因而有:

  Av1 = siv1, Avj = vj- 1 + sivj   ( i = 1, 2, ,, t ; j = 2, 3, ,, m )# ( 1)

对上述公式进行转换,得到:

  ( A - siI ) v1 = 0, ( A - siI ) vj = vj- 1   ( i = 1, 2, ,, t ; j = 2, 3, ,, m )# ( 2)

由此,求矩阵 W的问题被转化为求W中对应于各个若当块Jij 的列矢量组的问题# 

在公式( 2)中, ( A- siI) v1 = 0# v1为矩阵 A对应于特征值 si的特征矢量, v1的值可以通

过奇异值分解得到, 关键在于 v2, v3, ,, vm的计算,称满足公式(2) 的 v1, v2, ,, vm 为特征矢

量 v1的特征矢量链# 

显然,可用如下方法计算特征矢量链:
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1) 设有矩阵 A, 它有 n 重特征值 s# 如果矩阵 A - sI 有n1个零奇异值,则对应于特征值

s 共有n1个若当块, 且相当于这些零奇异值的奇异矢量为对应于特征值 s 的特征矢量# 

2) 设有矩阵 A, s 是它的重特征值, v1 是对应的特征矢量# 令

  vi = ( A - sI)
- 1
vi- 1   ( i = 2, 3, ,)# 

若 v1, v2, ,, vm 线性无关,而 v1, v2, ,, vm+ 1 线性相关, 则对应于特征值 s 和它的特征矢

量 v1的特征矢量链是 v1, v2, ,, vm ,相应的若当块的大小为 m @ m# 

2  算法的计算步骤

1) 给定要求特征矢量及若当形的 n 阶矩阵A# 

2) 按文献[ 4]中的方法,求矩阵 A的相异特征值# 为此首先确定矩阵 A的特征多项式

f ( s) = | sI - A | ,并求它的导数多项式 g( s ) ,再求出 f ( s ) 和 g ( s) 的最大公因式 d ( s ) ,计算

f ( s ) 除以d ( s) 的商 c( s)# 用QR迭代方法确定 c( s) 的伴矩阵的特征值,它们都是单特征值# 

这些特征值即矩阵 A的相异特征值,共有 t个,记为 s1, s2, ,, st# 

3) 对于每一个特征值 si ( i = 1, 2, ,, t ) ,判别它是单根还是重根# 为此计算 d( si ) ,若它

不等于零,则 si 是单根,否则 si 是重根# 

4) 构成矩阵 E = A - siI ,并对矩阵 E进行奇异值分解# 

5) 若 si 是单根, E有一个零奇异值,相应的奇异矢量是矩阵 A 对应于特征值 si的特征矢

量# 

6) 若 si是重根,设 E具有ni 个零奇值,对应于这些零奇异值的奇异矢量分别为 vi 1, vi 2,

,, vin
i
# 它们是矩阵 A对应于特征值 si 的特征矢量, n i是该特征值所对应的特征矢量空间的

维数# 对于每一个 vij ( i = 1, 2, ,, t ; j = 1, 2, ,, ni ) , 令

  v1 = vij ,

  vk = ( A - siI)
- 1
vk- 1   ( k = 2, 3, ,)# 

逐步迭代的过程中得到矢量组 v1, v2, ,, vm线性无关, 而 v1, v2, ,, vm+ 1 线性相关# 则 v1,

v2, ,, vm 为对应于特征值 si 及其特征矢量 vij 的特征矢量链# 

7) 将所求得的全部特征矢量(包括特征矢量链)合并成一个矩阵 W# 

8) 计算 J = W
- 1
AW,它即是矩阵 A 的若当形# 

3  数 值例 子

为了验证上述算法, 我们运用该算法计算了大量的实例, 并将计算结果与 MATLAB 和

MATHEMATICA的结果进行了比较# 

考虑如下形式的矩阵

  A( s) =

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

s
5

- 5 @ s
4 10 @ s

3
- 10 @ s

2 5 @ s

,

理论上,它的五个特征值都是 s , 且只有一个若当块:
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  J( s ) =

s 1 0 0 0

0 s 1 0 0

0 0 s 1 0

0 0 0 s 1

0 0 0 0 s

# 

例1

考虑矩阵 A ( 3. 23)# 

将数值3. 23代入到 A( s) 中,得到:

  A(3. 23) =

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

351. 570 649 784 3 - 544. 227 012 05 336. 982 67 - 104. 329 16. 15

# 

用文献[ 4]中的方法得到它的五个特征值都是 3. 23,因而其相异特征值只有一个 3. 23# 

构成矩阵 A - 3. 23I# 计算得到矩阵只有一个零奇异值,表明它只有一个若当块# 零奇

异值所对应的奇异矢量为相应于特征值 3. 23的特征矢量, 用我们的程序可以求得它的特征矢

量链并构成矩阵 W# 可以用计算误差 E= +W
- 1
AW- J(3. 23) +2的方法判别 W的正确性# 

对此例我们得到 E= 1. 467 1 @ 10
- 12

, 可见计算结果是正确的# 

用MATLAB软件(调用符号运算包的 Jordan函数)对矩阵 A(3. 23) 进行计算,得到矩阵的

近似若当标准形 JT ,

JT =

  

3. 226 7 0 0 0 0

0 3. 229 0- 0. 003 1i 0 0 0

0 0 3. 229 0+ 0. 003 1i 0 0

0 0 0 3. 232 7- 0. 001 9i 0

0 0 0 0 3. 232 7+ 0. 001 9i

# 

计算 E= +JT - J(3. 23) +2 = 1. 002 7# 误差估计显示计算结果有较大的偏差# 

同样用MATHEMATICA软件对矩阵 A(3. 23) 进行计算, 也得到了它的近似若当标准形

JA :

JA =

3. 226 92- 0. 002 2i 0 0  0

0 3. 226 92+ 0. 002 2i 0  0

0 0 3. 231 17- 0. 003 6i  0

0 0  3. 231 17+ 0. 003 6i 0

0 0   3. 233 81

# 

误差估计值 E= +JA- J(3. 23) +2 = 1. 001 8, 表明计算结果是一个误差较大的近似解# 

我们对具有上述特点的矩阵进行了大量的计算, 结果显示出我们的算法取得了令人满意

的结果# 现将该算法与MATLAB和MATHEMATICA的计算结果列于表 1中# 

表中/ Jordan0代表计算的结果为正确的若当标准形,其相应的误差值 E< 10- 11
; /对角形0

代表计算结果若当形为对角矩阵; / NaN0代表/ Not_a_Number0,表明计算过程中遇到了数值问题

(如: 0/ 0, 0 @ inf等)# 
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表 1 计算矩阵 A( s) 的特征矢量与若当形

s 值 奇异值分解算法 MATLAB MATHEMATICA

0. 1; 0. 3; 0. 4; 0. 6; 0. 9 Jordan Jordan 对角形

 
0. 28; 1. 1; 2. 1; 2. 17;

2. 2; 3. 23; 4. 2; 4. 7;

5. 1; 6. 9; 7. 4; 8. 2

Jordan 对角形 对角形

 
0. 334; 0. 57; 1. 28; 2. 7;

3. 3; 3. 6
Jordan NaN 对角形

  从表 1中看到,奇异值分解算法得到了具有重特征值的矩阵的特征矢量(特征矢量链)及

若当标准形# 

例2

为了进一步验证算法,我们扩大矩阵的阶数到 10,形式如下:

  
A( s) 0

0 A( s)
,

其中,每一个 A( s) 为形如例 1的 5阶矩阵,对表 1中的所有 s 值进行计算,结果显示该矩阵的

特征值是十重, 有两个阶数为 5的若当块# 计算结果仍然是正确的# 

计算结果分析:

对于具有重特征值的矩阵,特别当重特征值所对应的若当块 J ij 的阶数nij 较大时,利用我

们提出的奇异值分解算法在计算具有重特征值的矩阵的特征矢量及若当标准形上显示出了明

显的优势,计算结果是令人满意的,优于软件MATLAB和MATHEMATICA# 

4  结   论

本文在参考文献[ 4]的基础上,不但求得了矩阵的重特征值, 而且计算出了对应于这些特

征值的重特征矢量(特征矢量链) , 进而计算得到了矩阵的若当标准形# 大量的数例表明,本文

所提出的算法在求解具有重特征值的矩阵的特征矢量及若当形上效果良好# 

本文提出的方法也可用于无重特征值的情况,由于奇异值分解采用的是正交变换,原则上

讲,其数值稳定性可能比 EISPACK中采用的反幂法更好一些# 

本文的工作是初步的,当矩阵元素的大小相差很大,即其条件很差时, 直接用本文的方法

也不能得到满意的结果, 进行适当的标定可能是有效的,这方面的工作还在进行中# 
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Computing the Eigenvectors of a Matrix With

Multiplex Eigenvalues by SVD Method

CHI Bin,  YE Qing_kai
( Depa rtm ent of Mechanics and En gineer ing Science , Peking Univer sity ,

Beijing 100871, P . R . China )

Abstract: Every matrix is similar to a matrix in Jordan canonical form, which has very important

sense in the theory of linear algebra and its engineering application. For a matrix with multiplex eigen-

values, an algorithm based on the singular value decomposition( SVD) for computing its eigenvectors

and Jordan canonical formwas proposed. Numerical simulation shows that this algorithm has good ef-

fect in computing the eigenvectors and its Jordan canonical form of a matrix with multiplex eigenva-l

ues. It is superior to MATLAB and MATHEMATICA.

Key words: multiplex eigenvalue; eigenvector; eigenvector chain; Jordan canonical form
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