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摘 要

本文研究二阶非自治摆型系统

￡+ a 玄+ 甲(t)s in 二 = F (才)

的周期解的存在性和唯一性
,

并研究了

切(t)= 1 一 。几e o s o t
,

F (t)二刀+ e拼(e o so t一。 s in o t)
a > 。为大阻尼系数时该系统呈现混沌性态的参数区域

.

所得结果推广了文〔1、8 1中的相应结论
。

引

在力学及电学中
,

对微分 方程

公+ a 方+ 切(t )s in 劣 = F (t) (1
.

1 )

的研究最为重要
,

其中a > 0 , 甲(t)
,

F (t )〔C(R )
,

且中(t ))
a > 0

.

方程(1
.

1) 的物理模型之一是力学中的参量摆
〔‘’.

著名的 Jos eP h s o n
结模型满足的微分

方程也可表示为(1
.

1) 型的方程
〔“’.

另外
,

在锁相技术中
,

如考虑带干扰的正弦鉴相特 性 的

基本环路
,

并取环内参数为非常数
,

则当采用R C积分滤波器时就得到形如 (1
.

1) 的方程
〔“〕.

总

之
,

方程(1
.

1) 是出现在应用数学中的最基本
、

最重要的二阶方程之一
〔4〕在 切(t )

,

F (t )均为常数的情形下
,

对 (1
.

1) 进行了详细的定性分析
.

【3〕在 叭约二常

数
,

F (t )= 刀
,
+ 刀

2 (a s in o t + 。e o s
耐 )时

,

研究T 方程(r
.

1 )的周期解
.

但是
,

对既带有 强 迫

项又具有变系数的非自治二阶非线性方程 (1
.

1) 的研究却很少见到
.

我们在第二节研究 方 程

(1
.

1) 的周期解的存在性
,

得到了保证(1 一1) 存在周期解的充分条件
;
在 第三节中

,

我们研究

周期解的唯一性及其稳定性
.

当(1
.

1 )中的甲(t)三 x , a = 。兄
,

F (t) = 。拼eo so r时
,

[ 5 ~ 7〕用实验和数值计算的方法研究

了方程(1
.

1) 的混沌性态
.

虽然〔1〕对更复杂的摆系统从数学上严格证明了混沌性 态 的 存 在

性
,

但也假设了阻尼系数是小量
.

我们在第四节中
,

对大故尼系数 a > O
,

同时为简单计
,

取

.

苏煤城推荐
.

本课题由南京大学育苗科学基金资助
.
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甲(t )“ 1 一以e o so t ,

F (t)二刀+ 邹 (e o so t一。s in o t)
,

严格证明了系统(1
.

1)的混沌性态的存在

性
,

并得到了系统(1
.

1) 呈现混沌态的参数区域
.

二
、

周 期 解 的 存 在 性

方程( 1
.

1) 的等价系统为

毖“ ,
,

夕= 一 a 梦一 甲(亡)s in % 干F (t) 、
’ ‘一

(2
.

1)

我们假设
a > 0

,

叭灼
,

F (约为 t 的连续周期函数
,

周期均为 。 ; o< a《叭约( b
,

}F (t ) }《M
,

万< a 。

由于系统(2
.

1) 的右端是二的周期为 2二的周期函数
,

所以形如 (x + 2 寿二
,

妇
,

k〔Z
,

的点所

描述的系统 (2
.

1) 的物理状态是相同的
,

从而我们可以 将上述点列均看为同一点
.

这样
,

实际

上我们只要在相柱面{ (二
,

y)
,

!川‘二
,

一帕< 夕夭oo }上研究系统 (2
.

1) 的轨线的拓扑结构
.

为研究系统 (2
.

1) 的周期解的存在性
,

我们同时考虑如下四个控制系统
:

云二v ,

夕~ 一叩一
a sin 劣 + M (戈> 0 , 夕> 0 ) (2

.

l a )

云二夕
,

夕= 一 ay 一 bs in 劣一M
.

(戈> 0 , y< 0 ) (2
.

lb )

云二夕
,

夕= 一叼一
a sin 二一叮 (二< 0

, , < 0 ) (2
.

le )

方“夕
,

夕= 一 a夕一bsin % + M (劣< 0
, 夕> o) (2

.

ld )

上述控制系统的水平等倾线见图工:

/ / 一、夭

叮一M 二 0

L
/
\

l斗由盼
争力月
.

|
‘

l丁厂/
/.

‘

了
翻

了\

一口夕一“动矛
一

汀二O

图 1

其中
, x 。

= a r e 5 1。(M / a )
, 二, = 二一戈。

。

引理1 控制系统 (2
.

la) ~ (2
.

ld) 在相柱面 {(二
,

川
:

方向场矢于原点对称
,

且大小相等
,

方向相反
.

引理 2 控制系统 (2
.

la) 和 (2
.

ld) 在上半相柱面 笼(凡

{川簇二 ,

一。 < 夕< 句 }上所确定的

v川
二 }簇 二 ,

总在系统 (2
、

1) 之上 , 控制系统(2
.

lb )和 (2
.

1。)在下半相柱面 {(二
,

y)
:

的方向场总在系统(2
.

1) 之下
。

O< y< OO } 的方向场

lx }簇 二 ,

一
c 。 < 夕< 0 }

弓l理 3 在整个相柱面债(劣
,

y)
,

!川( “ ,
一“ < y< oo }上

,

系统(2
.

1) 、

(2
.

la )~ (2
.

ld )

均关于参数a 构成旋转向量场
.

当参数 a 增加时
,

方向场按顺时针方向旋转
.

以上三引理的证明从略
.

引理 4 对任一尹( (二
。 ,

二/ 2 )
,

只要
a 竺

) 2 (b
一

十
一

2形 )/ (
% 苦一 二。)

,

系统 (2
.

la )在上半相柱面
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过点B (二
。 ,

梦,
二 2 (b + ZM )/ a )的轨线必交二轴于点C (二 2 , 0 )

,

且芍〔(二
。, 戈苦 )

证明 构作(2
.

la) 在带域 {(二
,

妇
:

肠< 劣< 义 ; , 梦> 。}中的控制 方程

分= y ,

显然
,

对
以 2

= 2 (b + ZM ) / (二
关一 二。)

,

军= 一 a y (2
.

2 )

系统(2
.

2) 过点B 的轨线当 t。 十 。时进入奇点(砂
,

0 )
.

从而据比较定理和引理 3
,

当a Z

> 2 (b + 2 几了)/ (x
关一

x 。

)时(2
.

la) 过点B 的轨线必交 二 轴于点 C (x
: ,

O)
,

且

凡〔(戈
。 , 二勺

.

证毕
.

现在下半
·

柱面过C点作系统 (2
.

lb) 的轨线
.

该轨线

必以下述三种方式之一交直线
、二心于点 D (对

, yZ
)

:

l) 轨线先与 x 二 二。相交
,

再与 二 = 对相交于D 点
,

然后交 (2
.

lb) 的水平等倾线于点 尸信
,

帕
.

(见图 2)

2) 轨线先与 二二二。相交
,

再交(2
.

lb) 的水平等倾

线于点尸馆
,

动
,

然后交 二 = 二‘于点D
.

(见图 3)

3) 轨线先与(2
.

lb )的水平等倾线交于尸(占
,

帕 点
,

再与 二二戈。相交
,

然后 交 % = 劣杏于D
.

(见图4)

戈
一

_

_ 一 ,~ _ 一 ~ 一

几

/
‘

图 2

O

M
口

全鱼少
一

_ _

_

专二

/

。M一
。

图 3 图 4

引理5 除点B (二
。, 夕, )外

,

弧B CD 上所有点的纵坐标y满足 }川 < 夕
, .

证明 由于 B C 段从B 下降而交
二
轴于C 点

,

故 B C 上所有点的纵坐标夕满足夕< 夕
, .

在下

半柱面
,

显然
,

只要就图 4 的情形证明之
.

‘

尸口. 、 尸润, 、

因为 尸 (省
,

动 是 C D 与系统(2
.

lb )的水平等倾线的交点
,

所以 尸点是 C口 弧的最低点
,

从而我们只要证明护< 川即可
.

从二:

到 舀积分系统 (2
.

lb )
,

我们得到

1
。

f
% 2

。 1j
一

二 a l y a 劣十 O CO S白一 口C O S劣 2 十 ZVj 又劣2
一 g )

乙 J 考

因心 < 言< % 2 , y< O
,

所以

故有

{:
’

、< 。

;
。2

: “·。s“一“

一
卜M ‘二

2
一“,

(2 3 )
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我们再从二。到碗积分系统(2
.

la)
,

得到

1
.

(x
, ,

⋯
, , 、

一 , y ; = 一 a l y a 戈一 a c o s x Z
一 a c o s x o 十川 气x Z

一 x 。 )

~ ‘ 苏O

因为
; 2

耳水
一 (一i

一
M )

北
-

一
;

其中二。

< x < 二 2

< 二/ 2
,

所以as in 二一M > 。
.

又d !j/ d x < 0 , 夕> O
,

从而少刃d扩< 0
.

即 B C 在

(x0
, ‘2 )上为凸的

.

故
一

f劣, , 一
1

1 y a 劣户
。 y一气劣 2

一 % o )
J 劣。 ‘

可得

一夕}/ 2 < 一 (a / 2 ), :
(“

2
一“。) + a eo s x Z

一 a e o s二。
+ M (二: 一 x 。

)

从(2
.

5 )式和 (2
.

4 )式
,

我们有

(2
.

4 )

1
,

1
。 , a

_ _ , _

。 叮
-

一
。 y i火一

。 y : 、劣:
一弄。, 十“ U U S 满 :

一 U U u s潇 :

“
乙

+ be o s互一 a e o s x 。
+ M (戈 : 一君)+ M (劣

2
一 x 。

)

簇 一 (a / 2 )y
, (x

:
一 x 。

) + bsin “+ 0(x
:
一宜))(x

:
一占)

+ ZM (%
:
一 x 。

) (0 < 8< 1 )

( 一 (a / 2 )v
; (x

Z
一 x 。

) + (b + ZM )(x
Z
一 二。)

= (二
:
一二。) (一 (a / 2 )夕

,
+ b + ZM )= 0

其中。反二。

< 咨< x Z

< 二/ 2
, 。os x :

一 co sx
。

< 0 , 二 :
一言< 二 :

一 x 。.

从而丫< 川
.

引理 5 证毕
.

引理6 在带域 {( 劣 ,

妇
: 。< 二< 二。 , y > 0} 上

,

只要 夕) (a 十b + M )/ a ,

则 系统(2
.

1 )的

轨线由外向内通过厂= 犷/ 2 + a( 1 一Co sx )= C
,

其中C > o为常数
.

证明 夕I
、:

.

: )二。夕+ a sin x * = 一 a y“一切(t )sin 二 + 尸(t)梦+ 。。sin 二

( 一 a v Z
+ (a + b + M ) }y }= }, ! (一 a }梦1 +

a + b + M )( 0

引理了 在带 域 {( x ,

y)
: o < 二 < 心

,

梦< 叶上
,

只要 1训 > (2 b十M )/ a
,

则 系 统(2
.

1) 的

轨线由外向内通过犷 = 梦邝 + b (1 一Co ox) = C
,

其中C > 。为常数
.

证明 亡I
: :

.

1 ) = 夕夕+ bs in x 云二一 a夕2
一 甲(t)夕sin x + F (t)v + b , sin 二

( 一a’u
2
+ (Zb + M )】夕1= 】夕】(一 a !夕1 + Zb + M )( o

定理 1 对任一户〔(二
。 , 二/ 2 )

,

只要 矿> 2 (b + ZM )/ (户一 , 。)
,

则系统 (2
.

1 )在区域口中

存在周期为。的周期解
: x = “ (t)

,

夕= 夕(t)
,

并且 }x (t) {( L
l ,

1夕(t) }《 L : .

其中
二。= a r e sin (M/

a )
,

L
,
= 二:

< 二/ 2
,

五
2
= ((2 (b + ZM ) / a )

2 + Za (i一 e o s x 。

))万

证明 过点 B (x
。 ,

夕,
)三 2 (b + ZM )/ a) 作系统 (2

.

la )的轨线
.

据引理 4 ,

所作轨线与
二轴相

交于C (x
: ,

0)
,

且、。< 二 :

< 二关 < 二/ 2
.

再过点 C (二
2 ,

0) 在
.

上半柱面作系统 (2
.

lb ) 的轨线交直

线二二瑞 于点D (式
,

梦:
)

.

由引理5
,

}夕
:

}< 夕, .

在直线
“ = 对上 自D 点向下方取一点 E (x 二

,

一夕
,

)
.

过B (x
。 ,

, ,

)点作曲线

犷= 梦
2

/ 2 +
a (1 一 e o s二 )= v {/ 2 +

a (1 一 e o s x 。
)三C

,

此曲线交正夕轴于点A (O
,

夕,

)
,

其中y ,

满足

, 二/ 2 = g : / 2 + a (1一 C o s“。)

注意到
,

该曲线上任一点的纵坐标 y 满足
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y> y l =

过刃点作曲线

2 (b + ZM )

a

a + b + M
a

厂二y Z
/ 2 + b (1 一 e o s二) = y全/ 2 + b(1一 e o s x 了)三C :

此曲线交负y轴于点F (0
, 梦; )

,

其中y ,
满足

琳/ 2 二y圣/ 2 + b(i一 e o sx ‘)

同时注意到
,

该曲线上任一点的纵坐标 梦满足

I夕I> y ; =
2 (b + ZM )

口

Zb + M
a

可以证明
,

}脚 }< y , .

事实上
,

g 乡/ 2 一v盖/ 2 节b(1一 e o s二‘)一 a (1一 c o s x 。)

其中“ == a r e sin (M / b)
,

x 。
= a r e sin (M /

a )
, a < b

,

M / b< M /
a < 1

.

所以
,

1
,

1
,

Z y乡一Z y又
二时1 一必

一

梦井衅 、一
。

(卜必砂

少
’

、
\ O / \ a /

二b一斌 b
“
一M

Z
一 (a 一澎

。“一M
“

)

M
Z

M
Z

“ b + 命 护‘对
“
一 压千守 梦一M

Z

< 0

由引理 1
,

关于原点作曲线 A B C刀E F 的对称曲线 A
产
B

‘

C
‘
D

‘
E

‘
F

‘ ,

则得闭曲线 厂
:

月刀CD E F A
产
B

尹
C

z

E , F , A
。

一系统(2. 1 )的轨线与r 相交时
,

随 矛增加必进入厂内部
·

Bc D 上
,

由引理 2 ;
在DE 上

,

由d 二 / dt 二。二。
,

、
分

。

事实上
,

在 A B 上
,

由引理 6 ; 在

由引理7 ;
在F A

/

上
,

由d x / dt

= y< 0
.

在 A
/
B

/
C

尹
D

产
E

/
F

产
A 上

,

由引理 1
。

我们取 x 关关 = (二/ 2) 一 。 , 。> O 充分小
,

则可在

厂外类似地作一条与厂有同样性质的
、

包含 厂在内

的闭曲线r
: ,

在这 条闭曲线厂
l

上系统 (2
.

1) 的轨线

都是由外进入 厂
;
内的

。

因此
,

在 厂外及 r
工

内的相

柱面上被一族类似于厂且与 厂具有同样性质的闭曲

线所充满
.

如记曲线 r 所围的区域为日
,

曲线厂
l

所
’

围的区域为 口
, ,

则区域口就是系统 (2
.

1) 的过区域

g ;
内任一点的轨线的最终有界域

.

另外
,

系统(2
.

1) 的一切解显然在 0 < t< co 上

存在
.

据 M as s e
ra 定理

,

系统 (2
.

1) 在 口 内存在

周期为。的周期解
。

由I’的作法知
,

}x (t ) 1簇L
,
二丸< 二/z

,

}叭 t) }

( 五
:
== ((2 (6 + 2叮) / 。)

“
+ 2 。(i一 c 0 5 , 。

))万
.

证毕
.

图 5

三
、

周 期 解 的 唯 一 性

为了给出系统 (2
.

1) 在口内存在唯一周期解的条件
,

我们需要下面的定义和定理
‘, ’.

考虑系统
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分= f (t
,
二

,

y )
,

夕二 g (t
,

建 华

x , 梦)

定义 如果系统(3
.

1 )的每 对 解(二
飞

(t)
,

g 、
(t) )和 (二

2

(t)
,

一二 : (t )、 0及v , (t)一梦
:

(t)、0
,

则称系统 (3
.

1 )是非常稳定的
.

(3
.

1 )

夕2

(t))
,

当 才、
e ,
时

,

有 戈 、

(t)

定理 如果系统 (3
.

1) 是非常稳定的
,

且 (3
.

1) 存在一个有界解
,

则 (3
.

1) 就存在唯 一 的

周期解
,

且
.

(3
.

1) 的所有其他解当 t, 。时都逼近于该周期解
.

从
_

巨可见
,

为了给出系统 (2
.

1) 在日中存在唯一周期解 的条件
,

只要给出系统 (2
.

1) 在 口

中是非常稳定的条件
.

我们得到如下的结果
.

定理2 设系统 (2
.

1) 满足定理 1 的条件
,

则当 a ) (b + 1) (b 一
(: d )/ Z

a d时
,

系统 (2
.

1) 在

口中存在唯一 的周期为。的周期解
,

并且为渐近稳定的
,

其中d = c os 二气

证明 设 (二
;

(t)
,

夕 ,

(t) )和 (二
:
(t)

,

梦式t))为系统 (2
.

1 )的两个解
,

且 (二‘(o)
,

g 、(o ))〔日
、

(i一 i
,

2 )
,

则由定理 1 及其证明可知
,

必存在t。 ,

当t乡t。时
,

1二
‘

(t) !成L
l ,

1夕
‘
(t) 1( 去

:
(i二

一
,

2 )
.

从而有

之,
= , : ,

乡, = 一 a夕,
一 沪(公 s in % ,

+ F (t) (3
.

2 )

及

分:
= 夕

: ,

乡
:
二 一即

2一甲(t)sin 劣
:
+ F (矛)

,

(3
.

3 )

令
u = 二 ,

(t)一 x Z (t)
, v 二夕

,

(t)一夕
:
(t)

,

从方程组 (3
.

2 )和 (3
.

3 )
一

可得

公二口

乙二一a v + 甲(广) (sin 劣
:
一 s in % 、) = 一 a v + 甲(t)e o s占(t) (x

:
一 x ,

)

= 一 a v 一切(t)
·

e o s占(t)
·

u二 一 bu一 a v + (b一 甲以) e o s舀(t))u (3
.

4 )

其中省“) == 二 ,

(t) + 0 (二 : (t)一二l

(t) )
,

!雪!< 二关< 二/ 2
,

注意到
,

如记d 二 e o s二气则
e o s占(t )) d

.

考虑常系数线性方程组

公= 口 ,

公= 一乙“一 a v (3
.

5)

取李雅普诺夫函数

犷 = a 一lu 么+ Za lZu v + a 2 2v “

其中

ib山
la卜,曰

尹口‘d

一一
a

12b
一一

aG 2 1

a Z
+ b

Z
+ b

Za b (3
.

6 )

不难算出

U 卜
3

.

5 )二一 (“
2
+ 。“)

及

亡]
‘3

.

4 ) = 一 (u
忿+ : J“) + Za , 2

(b一 (p (t)e o s占(t) )u
Z
+ 2a 2 2

(b一甲(t) e o 、叠(矛))“。

簇一 (u
Z
+ v Z

) + Za , 2
(b一 a d ) (u

Z + v 忍) + 召2 :

(b一 a d ) (u
Z + 口“)

二 (一 1 + Za , 2 (b一 a d ) + a Z :

(b一 a d )) (u
Z
+ 沙2

)

令K 一一 1 + 2 a 1 2
(b一 a d ) + a Z :

(b一 a d )
,

将 (3
.

6 )代入
,

‘

口]
‘

知
,

如果 K < o
,

系统 (3
.

4 )在

月中为全局稳定的
,

即当

a >
(b + 1 ) (b一 a d )

Za d (3
.

7 )

时
,

系统 (3
.

4) 在口中为全局稳定的
.

也就是说
,

当 (3
.

7) 式成充时
,

系统 (2
.

1) 在 口 中 的周

期解是唯一的
.

证毕
。

总之
,

我们证明了
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定理 3 七寸任 一 户〔(、
。 ,

二/ 2 )
.

记J二 e o s
尹

,

只要

1 1 3 5

“忿

)
·

m “x

(
2 (b + ZM )

劣关一肠

(b + 1 )
“

(b一 a d )
“

4 0 2
d

2

则系统 (2
.

1) 在区域口中存在唯一的周期为。的渐近稳定周期解二二二 (t )
,

刀 = !l( t)
,

并且

l二(t) l( L
; ,

!夕(矛) !( L
Z

其 中

万、、口/
戈SOC

一
1人

山了、、

0,曰+

‘

、,.2
/ 。

一 sin 竺
,

“
,
一凡< 彗

,

L
:
一

((
2 (b 十 ZM )

四
、

混 沌 态

本节考虑系统

公+ a 分
一

卜(1 一以 e o so t)sin 二 = 刀十
。l‘(e o s o t一。sin o t) (4

.

1 )

其中
a > 0

,

o< 刀< 1 ,

}
。
1《 z ,

只
,

拼均为参数
.

此方程等价于

忿= g
,

夕~ 一 a 夕一 s in x + 刀十
。〔久e o , 。tsin % + 拜(e o so t一 。sin a )t)〕

系统 (4
.

2) 为下述系统(4
.

3) 的扰动系统

分= y
,

夕= 一 a夕一 s in % + 刀

该系统有奇点
:

月 。((Zk一 1 )二一凡
, 0 )

,

B
,

(2冷二 + , 。 ,

0 )
,

k〔Z
,

其中, 。

= a r e sin 刀
-

对奇点A
。 ,

在系统 (4
.

3) 中令
戈 = “ + (Zk一 1) 汀一% 。,

夕二 u

并取线性部分
,

则有

公= 口 ,

乙二一 a 口 + “c o s与

该线性系统的特征方程为

义
2
+ a几一 e o s x 。

= 0

特征根为

(4
.

2 )

(4
.

3 )

丸一蓄
+

(百
、

一

(卜。 ”

)
‘

,

“
:

一卜(百
十 (卜。 ‘

)
‘

(4
.

4 )

所以
,

A 。
为鞍点

.

同理可证
,

B
。

为指标 + 1的奇点
.

据系统的周期性
,

我们仅需在 二 的任一长度为 2 二的区间上研究
.

所以
,

我们在 相 柱 面

I x R上研究我们的问题
,

其中 I二 〔只
。 ,

A ,〕
.

注意 到
,

此时鞍点 月
。

和 A
:

在相柱面上等同为

一点
.

不难看出
,

在相柱面上的方向场是连续的
。

女「l所熟知
〔4 ’,

对系统(4
.

3 )
,

存在 a 二 a
谓)

,

使得 在 带 域 {(二
,

g )
: 二〔〔月

。 ,

月
,

」
,

一。

< 梦< 。}
_

_

I:. 存在鞍点 A
。

到鞍点 A
,

的连线
.

从而在相柱面1 x R
_

上存在同宿轨线
: 二 ~ 到 t)

,

g = 夕(t)
。

我们在系统(4
.

1 )中取a “ a
谓)

,

并构作如下非H a m ilto n ia n
情形的 M e ln ik o v 函数

〔”〔吕’:

M “
。

, 一

{ 犷(矛) [几e o s。 (t + t。)sin , (t) + 拼(e o s。(t + t. )
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一。sin 。 (t + *。)) 3e x p 〔a (t + t。)〕d才

二 几e X p L“r“J“O S O r O
.

{
_ 、 , “ , “X p L“「J“, ” x “ ) c o s田‘a 不

一 , e x p 〔a , 。〕·;一‘。

{:OO
+ 拼e x 。〔a , 。〕

一
‘。

{二
一。e x p 。· , 。: S、

一
‘。

}:OO

夕(t)e x P [口t] s in 无(t)s in o td t

歹(t)e x p [ a t〕(e o so t一 。sin 口t)d t

歹(寸)e x p 〔a 才〕(sin 。云一。e o s。才)d 才

二 e x p〔a t。〕(又I
, e o so r。一之I

Ze o s o t。+ 拌I 3e o so t。一拼I
‘sin 。矛

。

)

M (r
。
)二 e x p 〔a t。〕〔(元I

, + 拼1
3

) e o so t。一 (之1
2
+ 拜1

4
) s in o t。〕 (4

.

5 )

可以证明
,

I
, ,

1
2 ,

1
3 ,

14 均是绝对收敛的反常积分且积分值有限
,

为此
,

只要证 明 积

分

皿
二 p 〔·‘〕, “’“‘

(4
.

6 )

收敛即可
。

事实上
,

由常微分方程的基本理论知
,

存在T
,

> 0充分 大
,

使得

t> T ,
时

,

歹(t) = a , e x p 〔几
: t〕+ o (e x p [之: r〕)

t< 一T
l

时
,

夕(t) = a : e x p [元: t〕+ o (e x p [几, t〕)

其中al
,

气为常数
.

从 (4
.

4 )式显见
,

a + 几
:

< 0 , a + 几
工

> 0 ,

所以

rOO
_ . _

r一T
l

1 e x P L(a + 几
2
) t」d 矛< 冈

,

l
一 e x P以 a + 么

l
) t〕d t< “

J TI J 一二

故反常积分 (4
.

6) 收敛
,

显然有界
。

从 (4
.

5) 式可见
,

M (t 0) 为振动型的
.

所以对任意的 几
,

拼及 a = a( 户
,

只 要 汀
: + 厄

3 ,

汽I
:
十拼I

‘

不同时为零
,

则M (t
。

)存在单零点
.

从而
,

我们有

定理4 假设在系统 (4
.

1) 中
, 0 < 刀< 1

,
a = a( 户

,

则对任意的参数之
,

召
,

只要 之I
: 一

卜子11
3 ,

汀
2
+ 可

‘

不同时为零
,

该系统存在混沌运动
.

对更一般的大阻尼非自治系统的混沌性质
,

我们将另文讨论
.

罗定军老师仔细审阅了初稿
,

作者谨表谢意
。
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