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摘 要

环向和纵向加肋
一

!1三均匀圆柱壳在航空
, ‘

厂航等
_

户 !比广泛运用
,

本文使用阶梯折 算法
纽1 〕
得 到了

环向 和纵向加肋非均匀大变形圆柱壳在任意 边界条件下白由振动的一般解
,

问题最后归 结为求解
一

个超越代 数方程
,

这个方程可以用 一个具体的解析表达式表示出来
.

文中还给出 了收敛性证明

和算例
.

算例表明
,

利 用木文的方法
,

可得到满意的结果
.

一
、

引 言

加肋
一

与非加肋圆柱壳是航空
,

宇航飞行器与船舶广泛采川的结构形式
.

这种结构具有刚

度大
,

重量轻等优点
.

计算其自由振动频率具有重大的实际意义
.

对环向加肋圆柱壳的研究
,

Bl
e ic h f“ 1用近似的方法得到了线弹性环向加肋非轴对称壳的

自由振动频率
.

Bar o n 「“二用解析方法处理了无限长加肋圆柱壳的自由振动
.

W
a h〔

‘1用 有限差分

法计算了有限长环向加肋圆柱壳在各种边界条件下的自由振动频率
,

并考虑 了轴向和周向位

移
.

〔5 〕和仁6 j分别用近似和精确的方法研究了一般圆柱壳的 自由振动问题
.

For
sbe r g

〔7 〕
得

到了加肋柱壳的精确解
.

B e sk os 〔吕’用一种新的数值方法分析了环 向加肋轴对称柱壳的自由振

动
。

〔9 」用摄动法求解环向加肋圆柱壳的自由振功频率
.

〔1们一仁1 1 〕用有限元法研究了这一

问题
。

本文利用阶梯析算法求得了环向和纵向加肋非均匀轴对称圆柱壳在任意边界条件下大变

形 自由振动的
一

般解
.

在纵向离散
,

在环 向作为各向异性壳来处理
,

它适用于纵肋很密的场

合
。

问题最后归结为求解一个超越代 数方程
,

这个超越代数方程是用具体的解析式给出
,

这

给优化带来方便
.

文 中给出阶梯折算法求得的自由振动频率收敛于精确解的证明
,

并给出算例
,

表明用本

文的方法可得到满意的结果
.

国家教委科学基金资助的课题
.
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二
、

纵向加肋非均匀轴对称圆柱壳大变形自由振动的一致解
.......

纵向加肋非均匀圆柱壳如图 1 所示
.

这里
,

纵肋沿轴线 二 坐标的变 化 可 以看作是非均

匀的
,

我们把带纵肋的圆柱壳作为各向异性壳来考虑
.

图 1 纵向肋壳体截面 (二 = co ns t)

由〔1 2 ]
,

可以推出纵向加肋非均匀圆柱壳在大变形的情况下的内力位移关系和自由振动

的动力方程
.

它的内力位移关系为
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在自由振动时
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轴向膜力 N
:

等于零
,

因此我们可以得到 自由振动的动力方程
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。 ,

切

—
轴向和径向挠度

;
M

:

和 M ,

—
纵向和环向弯矩

; N
: ,

N ,

—
纵 向 和 环 向膜

力
; E (劝

,

E
:

(x )
—

壳和纵肋的弹性模量
; , (劝—

泊松比 ; h(劝—
壳的厚度

; , (x)
—

壳的半径 ; 月(x) —
纵肋的横截面积 ; 心—

纵肋截面形心到壳体中面的距 离
; b

,

(x) —
两纵肋相邻的弧长

; I
,

(x )

—
纵肋对主形心轴的惯性矩

;
P( x)

,

p
:

(x )

—
壳和纵 肋的质量

密度
。

应 当指出 (2
.

2) 式只适用于密加肋的情况
,

当纵肋在柱壳外时 S
,

为正
,

在里时为负
.

利用阶梯折算法
,

将柱壳分成 N 个柱壳元
,

只要每个壳元足 够小
,

它 们可以看作是均

匀的
,

等厚度和等半径的
.

设第 ‘个 柱壳元的厚度和半径分别为 h
‘

和 : ‘,

质量密度为 p ‘.

纵

肋的质量密度
,

横截面积和两邻纵肋的弧长为 Ps
‘ ,

刀
: ‘和 ba ‘,

刚度参数为
,

K
, ‘ ,

凡
‘,

D
: ‘ ,

D 川 和 D , :
.

壳元的始端座标为 二‘一 1 ,

终端座标为 x ‘
.

令

切 (x
,

t)一 功(戈 )e x p〔io t〕 (2
.

4 )

代入(2
.

2 )
,

方程 (2
.

2 )转化为

卜
。一
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d
4出 (戈)

d x
4

2 5
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r ‘D
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d
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d 劣
2
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, , ,
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·‘/ 。
·‘’」一
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劣‘’ (2
.

5 )

令

0 (义
,

t) = 0 (x )e x p 〔‘。t」
,

M
二

(劣
,

t) = M
:

(劣 )e x p〔fo t〕
,

Q
:

(劣
,

t) = Q
:

(戈 )e x p [fo t]

式中 0( 二
,

t) 和 Q
二

(二
,

t) 分别为壳的转角和横向剪力
.

从方程 (2
.

1 )
,

我们可以导出

0 (戈) -
d田 (戈)

d x

从‘· , 一

(贾
Q

·

‘劣, 一
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一K 一
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d x
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、
一
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‘
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.

6 )

d
3切 (劣 )

d x
“

S
二。D

, 。

D
二。r ‘

d 切(劝
d x

戈〔[ 戈
‘_ 1 ,

戈‘)

在各单元交接处应保持位移和内力连续
,

即 。(x)
,

0(x)
,

M
二

(劝和 O
二

连续
.

当 劣〔[劣‘
一 : ,

x : )时
,

方程(2
.

5) 的初参数解可为

王6 (二)}二【F
,

(, 一 x ‘一 ;

)〕{d (o )} + 兄 笼x 一二 , }
‘ ·

[F . (二一二‘一 ,

)〕丈A
, } (2

.

7 )

式中记号
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。

一

{
(劣> x .)

(x < 戈 , )

为 H e a v isid e 函数
.

向量

{占(戈)}了~ {二 (x )

{A , } , = {A
, , A

: 。

口(‘) M
·

(, ) Q
·

(‘ )} 飞
A

s 。 月一, } ,
‘

(2
.

8 )

A 云, (i = l
,

⋯
,

4) 为待定常数
,

由单元阶梯处的连续条件而确定
。

由(2
.

6) 可推出
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.
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.
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三
、

环向和纵向加肋非均匀轴对称圆柱壳大变形的自由振动

对环向和纵向加肋的非均匀圆柱壳
,

可把

和环肋联接在一起的壳作为一个壳元来考虑
,

设为第 ‘个壳元
,

如图 2 所示
,

图中纵肋没有

画出
.

一般来说
,

环肋的宽度远远小于它的高

度
,

我们可以不考虑环肋的侧面弯曲刚度
.

由〔1 2〕
,

我们推出环向加肋非均匀轴对称

圆柱壳大变形时的内力和位移关系
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图 2 带有环肋壳体的截面 (价”co ns t)
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和 自由振动的动力方程
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式中
:
A , ‘

—环肋的截面积
; 娜 ,

—环肋截面形心到壳中面的距 离
,
P.

。

—环肋的密度 ,

b , ‘

—环肋和壳元的宽度 ; E
, ‘

—环肋的弹性模量
.

我们把壳元看作是均匀的
,

把(2
.

4) 代入 (3
.

1) 和 (3
.
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,

利 用 阶梯 折算 法
,
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,
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.

3 )可得
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.
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,
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,
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2

(见表 1)
,

方程(2
.

7) 便是带纵肋和环肋非均匀圆柱壳的初参数解
.

当

。 2

[
p ‘人‘十 p

r ‘A , ‘

b
z。

一

)一洲
“。”。+ “

护
‘

卜
”

时
,

表 1 中的

“1一“
2
一

(〔(
。‘
“‘+ ”

茗厂
“ 冲

一

洲
: !。‘十

丫
丝

一

)]/n
‘

)
‘

(3
.

6 )

把上式代入表 1 ,

即可求出丸
。~ f“

.

当柱壳中间有弹性支座时
,

设在第 ‘一 1 和第 ‘个壳元的交接处
.

这时
,

壳 元 交接处的

连续条件为

{媲 [ Z
‘

〕{占(劣
‘_ ,
一 。)} = {己(戈。

一 ;

)} (3
.

7 )

式中

八Un
.
U,i

(3
.

8 )

、...lee
...J八UnUnUI�

一 q ‘

0

001认
厂.....lee.J

一一Z

C ‘
为支座的弹簧刚度

,

奋
‘

为扭转刚度
.

此连接条件说明在支座处
,

剪力 和 弯矩有跳跃
,

挠

度和转角为连续
。

把 ( 2
.

7) 代入 ( 3
.

7)
,

即可求出

、A ‘一卜 、〔Z
‘

: 〔F ‘一 (·‘

一
)卜 。‘: )

(、
“(。) } +

拼
、

一
}

。

、A ,
} ) ( 3

‘

9 )

把 ( 2
.

12 )或 ( 3
.

9 )代入 ( 2
.

7 )
,

并令 x 二 t 得

{占( I ) } ~ [ K ] {占( 0 ) } ( 3
.

1 0 )

l 是柱壳的长度
.

由( 3
.

1 0) 便得到求解纵向和环向加肋非均匀圆柱壳在 不同边界条件下决定

振动频率的方程
,

现将结果列于表 2
.



坏向和纵向加肋非均匀天变形圆柱壳的自由振动

各 种 不 同 边 界 条 件 的 频 率 方 程

白6仑

表 2

种 类 频 率 方 程

两端夹紧 K
, 3
K

3‘一 K , 3K x一= 0

两端简支 K
i: K 3

一 K 3:
K

i: = 0

两端悬空 K
3iK ‘: 一 K 3: K 一、= 0

一端简支

一端夹紧

K i : K :

一 K , zK I一= 0

一端简支

一端悬空
K z 一K 3 : 一 K , iK i , 一 0

一端夹紧

一端悬空

边 界 条 件

戈= 0
.

叨= 0 = 0

叉二 I
,

切= 0 = 0

x = 0
.

脚一M
二
~ 0

另= t
.

侧 = M
:

~ 0

另= 0
,

M
二
二Q戈= 0

.

义= 1
.

M
x

二Q
:
= 0

戈 = 0
、

tu = M
、

‘0

x 二 t
,
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叉~ O
,

口= M
:

二O

劣= I
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M
义= Q x = 0

劣= 0
,

脚= 0 = 0
K : 3K ‘

一 K
3 一K : 3 = 0

% = I
,

M
二
= Q

‘
= 0

一

求解频率方程
,

即可得到自振频率 。
.

四
、

收 敛 性 证 明

本节给出用公式 (2
.

7 )和 (2
.

1 2) 求解非均匀纵向和环向圆柱壳 自由振 动的收敛性证明
,

对不加肋的非均匀轴对称柱壳可以看作是纵向加肋 A
:

二I
:

一 0 的特例
,

把柱 壳分成 N 个柱

壳元
,

其中第 ‘, 壳元 (几一 1
,

⋯
,

N
,
)带有纵肋

,

第 标 壳元带有环肋 (n : 二 1
,

⋯ ; N
Z
) 及 N

,
+

N : ~ N
.
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d
Z田(x )

d劣
“

+

(
D , ‘x ,

置{井)黑戈})
d ·十

凳{
另J.

劣J .

1 /
十 改二八

E “ , “‘· , 十

气广
加

_ :
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,

M
:
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,
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+ 田 (劣)Q
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一

一

云
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纪 振
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I劣
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’
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.
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.
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(x )可以从(2
.

1 )式 (3
.

1 )得出
,

而
~
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d
叼

二

(劣 )一 一 , 万 Z姓
二

吸劣)
a 环

如果在边界 x 一 O 或 x 一二二 上
,

有 。一 。和 面/ d 二~ O 或与其对应的力学边界 条件 M
:

(劝和

Q
,

(二)一 O
,

则 (4
.

2) 中的最后两式消失
。

同时记
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聋。
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,
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:

(x )
·

A
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:
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B田 (劣) )> a (功 (x )
, 田(% ) ) (功特 0 )

式中 a 为一任意的正数
,

从而可得 B 是一正定算子
.

又如
、

果微分算子 A 为正定
,

由 〔13 〕我

们可得 (2
.

2) 式的任意阶的自由振动频率
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(4
.

5) 中的 M
‘

和 Q
二

由式 (2
.

6) 或 (3
.

5) 式得到
.

由于 。
,

了
,

M
,

和 Q
,

在壳 元 的 交 接处连

续
,

在给定的零边界条件时(4
.

5) 中最后两式消失
.

由(4
.

2) 和 (4
.

5) 可得

1im
开 - , 二,〕

乙 (、 (二)
,

A
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.
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,
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.

5 )的各阶自由振动频率。收率于(2
.

2 )

式的精确解
.

也就是说用阶梯折算法求解 (2
.

2) 收敛于精确解
.

现讨论微分算子 A 的正定性
.
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K
:

(劣 )>

沉

2

D
:

(x )

纪
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振 义
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.
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n
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口
·
气工 )

~ .

尸丈牙, 卢
乙LJ ‘、工少/ r

_
气环夕 (4

.

1 1 )

满足
,

那么 (w (x )
,

A “ (x) ) 在表 2 中的边界条件下正定
,

用阶梯折算法求得的自由振动频

率收敛于精确解
.

利用(2
.

3) 不难证明
,

(4
.

1 1) 恒满足
.

在实际问题中
,

‘

义 / D
二

与K
二

(x ) 相

比是一小量
,

因此 (4
.

10 )也可满足
.

五
、

算
‘

例

算例 1 一个变厚度的柱壳
,

其形状如图

3 所示
.

半径
r = 9 14

.

4 e m
,

厚度 d
‘
= 8

.

8 9 e m
,

占。= 3 5
.

5 6 e rn
,

长度l= 7 9 2
.

4 se m ,

材料的弹性

模量 E = 2
.

l x 10 O
N /

em
3 ,

泊 松 比
, 二 0

.

2 5 ,

质量密度 p = 7
.

86 x 10
一 ”
k g /

c m
“ 。

本文把壳体

分别划分成 n 个单元和25 个单元进行计算
,

求

得的自由振动频率 。 列于表3
.

这 里
,

25 单元划分是均匀划分的
.

n 单元的

划分是非均匀划分 的
,

其单元交接处的坐标为

{劣: 凡⋯⋯ x , : }= { 1 2 1
.

9 3 0 4
.

5

7 3 1
.

5 7 4 6
.

8

4 8 2

76 2

6 0 9

7 7 7

图 3 变厚度圆柱壳

6 7 0
.

6 7 0 1
.

0

7 9 2
.

5 }

表 3 变 厚 度 圆 柱 壳 自 由 振 动 频 率。 m
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片
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一
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一

062一884一883378

算例 2 为一带环肋及纵肋的圆柱壳
,

两端简支
,

如图 4 所示
.

壳体的尺寸为
: = 4 0c m

,

h= 4c m
,

环肋的间距 l= 50 c m
,

截面积刁, = 1 6 c m
,

宽度 b
,
= 4c m

,

纵肋的尺寸A
二

= 16 o m
名,

c 二

二 3 e m
,

I
二

= 2 1
.

3 3 3 e m
,

b
:

= 3 一 4 1 6 em
.

材 料的

弹性模量 E = 2
.

z x lo 7 N /
e m

Z ,

泊松比 , 二 0
.

5
,

质

量密度 P二 7
.

86 x 10
一”
k g /

。m
“。

计算结果见表 4
.

在

表4中还给出无肋 的自由振动频率
,

并与 〔14 〕给出

的解析表达式
, .

「 E 尸

二
‘

_
J

一
, 。

〕

口杂= (1 / p 八)L1 2 ( 1
一

二石
‘

了(m 兀/ ‘)
’

+ (尤 ”/ r
‘

) ]

(m = 1
,

2
,

⋯
,

帕 )

作了比较
.

这里计算的自由振动频率均为精确解
.
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.
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一一 ...
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图 4 环向和纵向肋的圆柱壳



环向和纵向加肋非均匀大变形圆柱壳的自由振动

带肋和均匀圆柱壳自由振动 。
。

计算结果

匀73

表 4

非 加 肋 均 匀 柱
份

本 文 解

12 92
.

5

12 96
.

9

1 3 1 5
.

6

13 6 4
.

8

壳

〔14」的解

环向和纵向加肋的回

柱壳 (本文解)

1292
.

5

2 12 9 6
.

9

13 16
.

6

4 13 6 4
.

2

129吞
.

4

13 5 5
.

9

1 4 8 1
.

1

1 68 7
.

5

算例 3 为一带环肋柱壳如图 5 所示
,

此边界条件为简支
,

弹性 模 量 E 二 2
.

9 x l0
,
N /c m “ ,

厚 度 h = o
.

2 5c m
,

壳 密 度 p 二

7
.

2 4 6 3 7 7 x 10
一 4 k g /

e m 3 ,

泊 松 比
v = Q

.

3 ,

环 肋 截 面 积 A , 二

o
.

o 2 5 8 c m
“,

壳中央的环肋宽 度 b
,

二 0
.

4c m
,

环 肋 的 间 距 l
,

,

2
·

0 6 8 c m
, r 二 4 c m

·

在边界附近环肋宽 度 b一 o
·

Z c m
,

表 5 给出

计算结果
,

并与 [8 〕作了比较
.

这里
,

本文给出的解是精确解
.

应 当指出由于本文未考虑壳

与肋的旋转惯量
,

因此当振动频率非常高时
,

将与实际的值有一

定的误差但对低频没有影响
。

从以上三个算例可 以看出
,

由阶梯折算法计算的结果是满意的 ‘

图 5 环向加肋圆柱壳

表 5 环 向 肋 圆 柱 壳 的 自 由 振 动 频 率 。
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[ 81的解
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Ab st r a e t

Cv lin d rie a l sh e lls s tiffe n e d w ith r in g s a n d s t ri n g e r s a r e u se d in m a n y st r u e t u r a l

a p p lie a t io n s s u e li a s in p ip e s e o n v e y in g flu id s o r g a s e s a n d a e r o s p a e e
. ‘

In this p a p e r
,

t五
e g e n e r a l s o lu ti o n 15 o b t a i n e d fo r fre e v ib r a t io n o f n o n li n ea r d e fo r m a ti o n r in g 一a n d

s tr in g e r 一s tiffe n e d e ylin d r ie a l s h e ll w ith a r b itr a r y b o 住 n d a r y e o n d itio n b y s te p r e d u e tio n

m e t五o d
.

F in a lly
,

it 15 o n ly n e e e s s a r y t o s o lv e a n o n lin e a r a lg e bra ie e q u a tio n
.

T h e

e q u a tio o 15 e x p r e s se d a s a n a n a ly t ie fo r m
.

It s e o n v e r g e n e e 15 p ro v e屯 T h r e e n u m e r ie a l

e x a m p le s a re g iv e n a t th e e n d o f th e p a p e r w hie li in d ie a t e th a t s a tis fa e to r y r e s u lt s

e a n b e o b ta ine d b y s te p r e d u e tio n m e tho d
.


