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摘 要

本文研究圆底扁薄球壳在中心分布压力作用下的轴对称大挠度变形和稳定性
.

提出了求解圆

底扁球壳非线性方程的牛顿
一

样条函数方法
.

分别讨论了当几何参数 几固定时
,

载荷作用半径的变

化对壳体失稳的影响
,

以及当载荷作用半径固定时
,

几何参数 之的变化对壳体稳定性的 影 响
.

分

析了临界载荷曲线与屈曲模式之间的关系
.

并就, = 。
.

3的情形给出了数值分析结果
。
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本文研究圆底扁薄球壳在中心分布压力作用下的轴对称大挠度变形和稳定性
.

文献【1了一

【3 」曾经研究过这个问题
.

〔1〕考虑的是边缘固定夹紧
、

简单支承和铰链支承的情况
,

〔2 〕只

考虑 了边缘固定夹紧的情况
.

它们采用的方法都是首先用差分代替微分将非线性微分方程边

值问题化为非线性代数方程组
,

然后用牛顿法求解这个代数

方程从而获得问题的近似解
.

〔3 〕考虑边缘固定夹紧的情况
.

它用牛顿过程将非线性微分方程组化为线性微分 方程组
,

然

后用差分法求解了这组线性微分方程
,

它同时还用摄动法讨

价 了非轴对称屈曲
.

本文用牛顿
一

样条函数法对边缘固定夹紧

和铰链支承的圆底扁球壳的大挠度非线性问题进行了研究
.

分析了当几何参数固定时载荷作用半径的变化对壳体屈曲性

质的影响以及当载荷作用位置固定时球壳几何参数的变化对

屈由性质的影响
,

讨论了临界载荷曲线与屈 曲模式之间的关

系
.

与前人的方法相比
,

牛顿
一

样条函数法具有公式简单
,

运

算量小
,

收敛范围大
、

收敛速度快
,

精度高和便于编程 序计

算等显著优点
。

乳乳乳

1乙,刁J
.

If人嵘卜
.

人脚

.

国家自然科学基金资助的课题
.



叶 开 沉 宋 卫 平

二
、

基 本 方 程 及 公 式

考虑 中心分布压力作用下的圆底扁球壳轴对称非线性方程
:
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相应的一般边界条件为
:
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式中
,

H ( r 一 b) 为 H e a v is i d e

H ‘卜“, 一

{

函数
,

r》b

r < b

定义如下
:

( 2
.

5 )

。 为薄壳挠度
,
中 为应力函数

, r
为径向坐标

, , ,

为球壳底半径
,

b 为载荷作用半径
, q为中

心分布压力
, h 为壳厚

, D 为抗弯刚度
,

R 为球壳半径
, E 和 ?

分别为杨氏弹性模量和泊松

比
,

占: 和 占
2
是由边界条件决定的常数

〔今’,

它们取不同的值就对应各种不同的边界条件
.

为讨论方便引进如下无量纲量
:
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利用格宁函数法可将非线性微分方程边值问题 ( 2
.

1) ~ (2
.

4) 化为如下非线性积分方程组
:
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它们分别是正方形 O《二 ,

雪簇 1 和区间 O( 二( 1 上的连续函数
。

由方程 (2
.

7) 解出
:

。 , 、 一

户 。
, 。 、 , ‘ 、

「1
, 。 、

.

, , 。

1
, ‘

P L劣少= 1 O Z L戈
,

当) a 气右) l
一石

一

a L自) 十 f 右 la右
J O L ‘ J

(2
.

1 1 )

将它代入 (2
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这样
,

关于两个基本未知函数 a (劝 和 刀(劝 的祸合非线性微分方程边值问题被化为只含一个

基本未知函数 a( x) 的非线性积分方程
,

由这个积分方程求出 a( 劝 以后其它所有应力
、

变形

和位移只需要简单的积分或微分运算便可确定
.

三
、

牛顿
一

样条函数法 (简称N S方法 )

在线性赋范空间C〔o
,

1〕中引入算子凡
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这样
,

求解非线性积分方程 (2
.

1 2) 就等价于寻求非线性算子方程

F (a )一 0

的解
.

为求解 (3
.

2 )
,

我们构造如下牛顿迭代过程
:
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由(3
.

1) 求出 F 的导算子然后代入 (3
.

3) 经整理就得到如下的 F r e d hol m 第二种积 分 方 程序

列
:
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它们是由上一次近似所确定的分别在正方形 O簇二 ,

省簇 1 和区间 O簇 二《 l上的已知连续函数
.

根据维尔斯特拉斯定理
,

G 汗日F
,

在这两个区域上分别可以用多项式一 致地逼近
.

分别在区
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域 O( % ,

省《l和O( 大《 1上作等距节点分划
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,

省, ) 和 (二‘)上的函数值
,

必‘(劝 和

盆

巾 , (古)是不低于三次的多结点基样条函数
‘5 ’,

上标M 和 N 表示节点数目
。

代替(3
.

4) 考虑如

下积分方程
:
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这是具退化核的Fr
ed hol m 第二种积分方程

,

它的解是我们所熟悉的
:
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这些系数由如下线代数方程组确定
:
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1 4) 的积分容易由简单形式给出
,

而且根据多结点基样条函数的紧凑性可知
,

b , 。 只有为

数不多的一些需要计算
,

其余都等于零
.

相应地
,

在 (3
.

13 )中参予求和的也只有为数不多几

项
.

从(3
.

12 )解出 (C
‘”十 ” )以后代入 (3

.

10 )便得方程 (3
.

4) 的一个近似解
.

逐次求解 (3
.

12 )
’

如果节点分划充分密而且迭代过程收敛
,

我们就能得到满足精度要求的解
.

在利用N S方法的过程中要解决如下几个问题
:

迭代什么时候收敛 ? 怎样选取初始近似 ?

怎样确定临界点及屈曲后解答 ? 对第一个问题我们采用如下数值收敛准则
:

占
。
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计算试验表明
,

用1 0-- 吕
代替1 0 “‘

所得结果没有大的差别 : 由于本文方法具有良好 的 平 方敛

速
,

因而在计算过程中大多数情况都只需要迭代四或五次就能得到 满足 (3
.

1 5) 的解
·

虽然

N S 方法收敛很快
,

但与大多数迭代法一样
, ‘

已要求所选初始近似a0 充分靠近所要求的解 a
,
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否则迭代可能发散或飘移到其它的解
.

本文按如下方法选取初始近似
:

对固定的 元和 d
; ,

么

(即给定的球壳几何和边界条件)
,

给 p 一个充分小的值
,

这时壳体只有微小变形
,

其 线性

解 (在方程 (2
.

1 2) 中略去非线性项而得
,

即 a( 劝 - 一Pf (劝 )与方程的精确解很接近
,

因此

以它作为初始近似 (记为 a 。

(二
,

P) ) 进行N S迭代过程便能得到对应于这个 P 值的所要求的非

线性解 (记为 a (-x
,

P ))
,

由它可以算出与这个P值相对应的应力
、

变形和位移
.

接下来给 P一

个适当的增量△P
,

刘应于P 十△P的初始近似解就取为
:

a 。

(戈
,

p + △p )= a (劣
,

p ) (3
.

1 6 )

以此开始N S迭代就能得到对应于P + △P的所要求的非线性解a( 二
,

P 十 △P )
.

逐步增加载荷并

按
_

L述方法选取初始近似进行迭代
,

我们就能求得对应于任意载荷 P 的所要求 的解答
.

如果

所得对应于P的解a( 二
,

P) 与对应于 P + △P 的解 a( 劣
,

P
一

卜A P) 之间出现剧烈变化 (比如中心挠

度出现剧烈跳跃 )
,

这表明解答已从屈曲前状态飘移到了屈曲后状态
,

临界点就在P与P + △P

之间
,

逐步缩小 △P 我们就能确定出上临界载荷及相应的解
.

当解答从屈曲前状态飘移到屈

曲后解答以后
,

按 (3
.

1 6) 或

a 。

(￡
,

P一△P)= a (劣
,

P ) (3
.

1 7 )

的方式选取初始近似
,

依照上面的程序去做就能求得屈曲后状态的其它解
.

具体计算时
,

初始增量 △p 可以取得大一些
,

待寻找到临界点所在范围以后再逐次缩减

△P 进行计算
,

这样可节省运算机时
。

四
、

数值结果及其讨论

本文采用三次多结点基样条函数对中心分布压力作用下边缘固定夹紧和铰链支承的圆底

扁球壳的大挠度变形和稳定性在
v一 0

.

3的情形进行了数值分析
,

所取 网 格 间 距 为 △x ~ △省

一 0
.

02
,

现将部分结果陈述于下
.

图 2 表示对边缘固定夹紧情况当载荷位置固定时临界载荷随几何参数的变化
,

其中分别

给出了文献〔2] 所得结果以及本文的结果
.

在8簇几< 10 的范围内本文结果与【2〕的结果有微小

差异
,

但在 10 ( 几( 20 的范围内两种结果几乎完全重合
,

而且随着 几增大临界载 荷 单 调上

升
。

图 3 和图 4 分别给出了在固定夹紧和铰链支承两种边界条件下
,

对几个固定的几何参数

侧价州
尸z

夕
】。。

{袋
‘”

!
”o

{

心) 2 0 弄 0
.

6 0

图 2 临界载荷参数
一
几何参数关系

(‘
。= 0

.

4
,

固定夹紧)

图5 临界载荷参数
一

载荷作用半径

关系(固定夹紧)
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,

临界载荷随无量纲载荷半径 x 。的变化
,

也就是在作用载荷从中心集中力逐渐转变为全表

面均布压力期间临界载荷的特性
.

从图中不难看出
,

当0《丸《 0
.

2时
,

无论边缘是固定夹紧

还是铰链支承临界载荷几乎都保持常值不变
,

也就是当中心分布压力的无量纲作用半径不超

过。
.

2时其合力的临界值几乎等同于中心集中载荷的临界值
.

但是
,

对 几等于 8 和 10 的扁球

壳
,

不论其边缘是固定夹紧还是铰链支承
,

它们的临界载荷都分别在 0
.

2 < 劣。< 0
.

3 的范围内

的某一点突然急剧下降
,

随后 临界载荷又随 孟增大而单调上升
.

这里
,

使临界载荷值出现突

降这一奇特现象的原因是由于载荷作用半径x 。的变化导致壳体屈曲模式发生 了显著改变
.

它

可以由图 5 给出的屈曲前对应于临界状态的无量纲轴向截面来说明
.

从这个图中可以看到
,

万6 : 刀a 。 ,

E h
“

nU乃协八曰内J心自,皿几. 1 0

A二 5二

0

一 10

一 2 0

一 3 0

一 4 0

一 弓0

图 4 临界载荷参数
一

载荷作用半径

关系 (铰链支承 )

图 5 屈曲前轴向截面 (久= 1。
,

P , P
。 , ,

固定夹紧)

当“
。
等于 0. 1 时

,

对应于临界状态的屈曲前轴向截面形状与中心集中载荷作用时 的屈曲前轴

向截面形状相同
.

屈曲之前在壳体中心部分形成一个凹坑并伴随较大的中心挠度
,

然后随着

截荷增加跳跃发生
.

可是当介等于0
.

3 和 0
.

5时
,

壳体的屈曲模式发生了显著改变
,

屈曲之前

壳体不再在中心部分出现凹坑
,

而是沿壳面产生比较均匀的不太大的挠度
,

然后随载荷增加

壳体发生跳跃
,

它表现出与全表面承受均布压力作用时类似的屈曲模式
.

由图 3 和图 4 还可

看到
,

几乎对任意的载荷作用半径临界载荷都随 久增大而增大
.

由于二。等于 l 时的临界载荷

对应于全表面承受均布压力时的临界载荷
,

所 以图 3 和图 4 的结果表明承受局部轴对称分布

压力作用的圆底扁球壳的临界载荷值低于全表面承受均布压力作用时的临界载荷值
.

图 3 还

表明
,

当 几等于 5 时
,

如果介小于 0
.

4 壳体不会出现轴对称失稳
.

这是显然的结果
,

因为文

献〔6 」的结果 巳经表明对承受 中心集中力作用的扁球壳
,

如果几《7则这个壳不会发生轴对称

屈曲
。

图 6 是屈曲前对应于临界状态的无量纲切向薄膜应力
。

当二。等于 0
.

3 时
,

除了在壳体 中

心有较大的压应力以外其余地方没有出现压应力极值 , 但是当二
。等于 0

.

卜 0
.

5 和 0
.

8时
,

除

了在壳体中心有较小的压应力 以外沿径向的其它地方还有很大的压应力极值
,
当 x 。

等于 0
.

1

时
,

压应力极值的位置正好在壳体屈曲前形成的圆形凹坑的边缘 ; 而x 。等于0
.

5和。
.

8时
,

这

些压应力极值的位置就在靠近载荷作用半径的内侧
.

从图7的结果可进一步看到
,

当二 .
等于

0
.

1和0
.

5时
,

切向弯曲应力分别在壳体屈曲前所形成的凹坑边缘和载荷作用半径附近出现较

大的极值 ; 而xb 等于 0
.

3 时就没有这样的极值出现
,

应力除在中心附近较大 以外沿径向的分

布是比较均匀的而且其值很小
.

因此我们可以推测
,

对几何参数 几等于 10 的圆底扁球壳
,

当

二。
等于0

.

1
、

0
.

5和 0
.

8时它很可能在载荷作用半径附近或屈 曲前形成的凹坑的边缘 出 现非轴
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一 10 0

一 20 0

一 3 0 0

一 4 0 0

台台3

图8 屈曲前无量纲切向薄膜应力
(人二 1 0

,

P = P
o r ,

固定夹紧)

图了 屈曲前无盆纲切向弯曲应力
林= 1 0

,

P= P
。, ,

固定夹紧)

对称皱褶
,

而对x 。
等于0

.

3的扁球壳出现非轴对称皱褶的可能性极小
.

这与〔3〕中进行非轴对

称分析所得结论是基本一致的
.

文献〔3] 对人等于12 的圆底扁球壳进行分析后指出
,

当0
.

16 《

孙( 0
.

4时壳体的屈曲是轴对称的
,

而当介< 0
.

16 或二
。> 0

.

4 时壳体在轴对称屈曲之前将先发

生非轴对屈称曲
.

五
、

结 论

1
.

本文结果与〔幻的理论结果是基本一致的
.

2
.

图2
、

图 3 和图4的结果可供工程和设计参考
。

3 二 当中心分布压力的作用半径比较小时
,

扁球壳表现出与中心集中载荷作 用 时相同的

特性 , 随着无量纲载荷作用半径x 。
趋近于 l ,

壳体又表现出类似于全表面承受均布压力时的

屈曲性质
.

4
.

随着中心分布压力作用半径的变化壳体屈曲模式将发生显著改变
,

而壳体 屈 曲模式

的改变又导致临界载荷值出现突变
.

5
.

几乎对所有载荷作用半径临界载荷都随 几增大而上升
。

6
.

承受局部轴对称分布压力作用的圆底扁球壳的临界载荷值低于全表面承 受 均布压力

作用时的临界载荷值
.

7
.

对于给定几何参数几的圆底扁球壳
,

当中心分布压力的作用半径处于某些位置时
,

壳

体的屈曲是轴对称的
,

而载荷作用半径处于另外一些位置时
,

在轴对称屈曲之前可能先出现

非轴对称屈曲
。
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