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摘 要

本文根据广义协调条件
,

对平面应力四边形单元提出一个广义协调等参元G C 一

Q 6
.

单元G C一

Q 6是对W il son 非协调等参元Q6的一个改进方案
:

单元Q 6只对平行四边形网格情况

能通过分片检验
,

对一般四边形情况却不能通过
,

而本文的单元G C
一
Q 6则对一般四边形情况也能

通过
.

当单元为平行四边形时
,

G C一
Q 6单元即退化为Q S单元

.

算例表明
,

广义协调等参元的应力精度高于文献中已有的单元
,

对不规则网格均能保 持 良好

的性态
.

_ 己l 食
.

、 J . 厂1

平面四结点等参元 (Q 4元 ) 已得到广泛应用 (图1)
.

对于位移
。和 v ,

采用插 值 函 数 如

下

u = E N ‘u ‘, v = E N ‘。‘ (1
.

1 )

其中
“,和 v ‘ (i 一 1

,

2
,

3
,

4) 为结点位移
,

N .为形状函数
,

它是 自然坐标君
,

粉的双线性函数
:

N , 1
, J .

“
、 , _

.

石
~

气l + 互‘自)气1 + 叮‘叮)
任

(i= 1
,

2
,

3
,

4 ) (1
.

2 )

0 4元的一个缺点是对弯曲问题的计算精度较差
.

W ils
o n
等人

‘”为了改进Q4单元的性态
,

将单元位移设为协 调 位 移 和 非协调位移两部

分之和
:
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{u }一 {u 。} + {“* } (1
.

3 )

其中协调位移 {断}仍采用双线性插值
,

由式 (1
.

1 )
,

(1
.

2) 表示
,

而非协调位移 {u , }设为

、...、
.

!
2

.人,�,心‘尸2

,人
肩

几
内

人,几2

1
,尹、...、

·

ru 久、 「

, u : , 一气 r二 L
一

V 乌
-

一

1 一占
2

1 一”
么 0 0

( 1
.

4 )
0 0 1 一宜

么
1 一刀么

此单元记为 Q6
.

应用 Q 6 单元曾得出一些很好的数值 结果
,

但对一般的四边形单元不能通过

分片检验
。

文献〔2 〕
,

〔3] 分别提出使单元能够通过分片检验的处理方案
,

得到非协调元QM 6和QP6
.

文献〔4〕应用拟协调元方法
,

得到两个等参拟协调元QC S和QC 6
.

文献〔5」根据常应力分片检验的一种强形式
,

得到非协调元 N Q 6
.

本文根据广义协调元
’“’的基本思路

,

应用常应力和线性应力下的广义协调条件
,

得到广

义协调等参元 G C
一

Q 6
.

这里利用常应力下的广义协调条件来保证收敛
,

利用线性应力 下的广

义协调条件来提高计算精度
.

二
、

常应力和线性应力下的广义协调条件

在协调元中
,

单元的位移场 {好在单元周边口A
。 _

L要求满足如下的协调条件

{u }一和} = 厦0 } (在a月
e

上 ) ( 2
.

1 )

这里{应}为单元的边界位移
。

‘

在广义协调元中
,

对协调条件加以放宽
,

只要求在网格无限细分 (单元的应力和应变趋

于均匀 ) 的情况下满足如下的广义协调条件
:

爹
。 ,

。

、T
·

‘·‘、·‘一‘“, , d一 ”
( 2

.

2 )

这里笼T
。

}是常应力状态下的单元边界力
.

文献〔6] 在推导广义协调元时
,

应用了在单元每边 S ‘

上的平均位移的协调条件
:

{
。

({“}一{ ; })、: 一 {。}
J J ‘

( 2
.

3 )

显然
,

条件 (2
.

3) 是条件 (2
.

2) 的一种强形式
。

本文在推导另一类广义协调元时将采用条件 ( 2
.

2) 的另一种强形式
,

即

币
_ J

{T }, ({。}一 { ; })、: 一 。

沙 沙六
,

这里 {T手是常应力和线性应力状态下的边界力
.

将式 ( 1
.

3 ) 代入式 ( 2
.

4)

笼如卜所满足的条件
:

( 2
.

4 )

再应用协调 位移

{“
。

}一 {公} = {0 } (在口刁
e

上 )

即得

手
, ,

,

‘T , ’‘“再‘d s一 ”
( 2

.

5 )

考虑如下的线性应力状态
:

a ,

~ 刀
;
+ 风刀

,

口 , 一夕
:
+ 夕苦

,

‘ , “刀
:

令l
,

m 表示单元周边向外法线的方向余弦
,

则边界力为

( 2
,

6 )
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T
:

一 l刀
,
+ m 刀

3 + l刀刀
‘ ,

T , 一。刀
:
+ I刀

。月
一

。雪刀
。

将式 (2
.

7 )代入式 (2
.

5 )
,

得

8 7 3

(2
.

7 )

币
J

〔刀
,
, u ; + 刀

Zm v * + 刀
3

(tn 。; + Iv ; ) + 刀
‘
l, “* + 刀

。。: 。 , 〕d : 一 。

J 沙月
,

(2
.

8 )

由于五个参数刀
‘
彼此独立

,

故得五个条件如下
:

手
。,

.

‘一 ds 一 。
,

争
, ,

,

m 一 d ; 一 。
,

手
,

,
:

‘m 一 + ‘一 , d一。

手
, ,

.

‘, 二d ￡一 。
,

手
, 通

,

m :一J名一 。 } (2
.

9 )

式 (2
.

9 )即为常应力和线性应力下的广义协调条件
.

三
、

确定广义协调位移 {u
* }

首先将广义协调位移
“, 和: 、

表示为完整二次式
:

“ * ~ 几
:
十凡君十 几刃 十几

4

扩+ 几苦”+ 几
6”2

v : 一川 + 批占+ 几二, + 之二梦+ 几呈如十 几二刀
2 } (3

.

1 )

由此可求出单元形心C (雪= 0
,

刀= 0) 处的位移
“。 ,

vc 及转角。。如下
:

询 = 兄, , v 。 ~ 七
,

。 。==
1

2 1J l
。
(a 3
又: 一 a ;之: + b

s
兄; 一b :几二) (3

.

2 )

nJ

、l尽l、ee.z,
�

3.

这里采用如下记号
:

1
,

二
、 _ 1

, _ _ _ . _ _ _ . 、 _
_ 1

,

a ‘
二 4 L一 x ‘+ x Z

十 x “
一 x ‘ , , “ 2

= 4 、潇 ‘
一 潇 , 十 苏 3

一 满‘, ’ “ 3一 飞、一 汤‘一人 2甲 汤 “甲 人 ‘,

1
,

二
、 ,

1
, _ . _

_
_

_

、 L
l

,

b ,
二 七( 一 夕,

+ 夕
: + 夕3

一 , ‘)
,

bZ
= 毛(夕

:
一夕

2
+ 夕

3
一城 )

, b。二 专( 一夕, 一 夕: + v :
+ 夕

一

)
“ ‘ 一 4

“ 吕“ 沙艺 ‘ 妙 J J 毛 了 ’ 一 2

4
、 口 二 口 ‘ ’

口 J 口 .

”
一 “

4
、

。
‘

“ “ ’

“ 。 ’

“ ”

】J l
。 = a , b。一 a ab : 铸 0

、...‘l、砂

!
11 .2

其次
,

将式 (3
.

1) 代入广义协调条件 (2
.

9 )
,

得

3 b 3
几2一 3 b :

几
3
+ 2 b 2

(完
‘
一之

。

) 一 0

3 a s
元; 一 3 a

林二+ Za : (之二一 兄; ) ~ 0

【3 a s
之

2
一 3 a

沐
3
+ Za :

(几
‘
一几

。

)〕+ [ 3 b
3
几鑫一 3 b林二+ Zb : (几二一批 )卜 0

3 b :
义

:
+ 2 b2只

3
+ b ,

久
‘
一 b

s
几
。
+ 3 b

,
久e = 0

3 a
挤; + 2 a 2

几二+ 3 a
挤二一

a
林二+

a s
久二= 0

( 3
.

4 )

、梦l、
产

j..2
‘8,4,‘

.

滩兄
.

入几了f!厂丫f协

, l祖」

利用式 ( 3
.

4) 和 ( 3
.

2) 中的八个方程
,

可将八个参数几
: ,

久:
,

几。
,

几
。 ,

七

参数几
‘ ,

几。
,

几二
,

从以及形心位移
u 。 , v 。 ,

。。来表示
.

最后
,

形心位移取为
u 。 = 一久

‘
一几

。 , 刀。二一久; 一从
,

。。二 0

由式 ( 3
.

1 )
,

得

,

汽二
,

此
,

批用四个独立

( 3
.

5 )

梦一 l + F ,

护一 l + F :

F 一 F

F 3

梦一1 十 F孟

一 F 3

价一 1 十F 共
( 3

.

6 )
一.
.

.

..‘

一一

、、
‘

.产二弃U刀
了.‘t
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其中

F
1 1

3 1J I
c

b二
,

se
,

二 I J
0 3

’

‘一‘2 “
!
“2一“2“! , ‘一‘2 “

3
“

2
一“2

b
3
, ”+ 〔““1

“
!
+ 2 “2

“
2
, 一
艺:‘

3 b , + ‘““

l
。 ]雪刀l

F ‘一 。}
六

一

“2一“1

一
“2 )‘+ ‘2一“

3

一“
2
)。+ 〔(。一“厂 2一“

2
) +

会
( 4 ·卜。· : )

0 s

0 1
}J I

。〕雪刀}

F
Z
- 一 F

:
一瓮

1
; 。

,

尸 ;
一

“二一

絮
3

。

F
3 一 1

3 IJ }
。 [b

,
b Z雪+ b

:
b

3叮+ Zb重雪叮〕
,

F 二=
1

3 1J l
。 [ a

, a Z
雪+ a Z a 。冲+ Za二雪叮〕

( 3
.

7 )

式 ( 3
.

5 )即为所求的满足条件 ( 2
.

9) 的广义协调位移
,

含四个内部位移式 ( 3
.

6 ) 即为所求的广

义协调位移
,

含四个内部位参数几
‘ ,

之。
,

之二
,

几;
.

如果单元 为平行四边形
,

则式 ( 3
.

6 ) 即退化为

式 ( 1
.

4) 的形式
。

四
、

广义协调元G C
一

Q 6的刚度矩阵

选定了广义协调位移 (3
.

6) 之后
,

单元刚度矩阵即可按常规方法导出
.

将式 ( 1
.

1) 和 (3
.

6) 代入式 ( 1
.

3)
,

位移可表示为

{u } ~ {“。} + {u ; }一 [N 〕{g }
’
+ [N * ]

·

{几}

应变可表示为

{。}一 [B ] {q }
’

+ [B
;
〕{几圣

应变能为

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

U 一

音{{
,

_

‘·, ’〔“ , ‘·“A

1
‘ _ 、 , , ,

二
二 ‘ 、 _ .

1
‘ , 、

。 ,

二
, r , 、

.

, 。 、 . ,

。
。

一

飞g r一 L八 “J l q全
“

十
。 1 人少

‘

L八 “」1几少+ 1 八全
‘

L八 初」悦q全
.

‘
.

‘
( 4

.

3 )

其中t是厚度

「、
。。

z一 ,
{
‘

(
, 「。1, 「D l「。 : ! , l、、J。

)

fK
* * 1= t 1 1 fB ,

飞, fD lfB ,
1 !J }d右d n 、

〔K : , 〕一 ‘J
一 ,

}
一 : 〔”‘〕, 〔D 〕〔”〕IJ {‘雪J” j

}JI ~ Ja c o hi a n
矩阵的行列式

【D 〕~ 弹性系数矩阵

由。U / 。{几}= 飞。}
,

得

( 4
.

4 )
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{几}二 一〔K
, : 〕

一 ‘[K : 。」{g }
‘

最后
,

单元刚度矩阵为

[K 〕= [K 。。〕一 [ K , 。jr [K * ; 〕
一 ‘[K * 。〕

(4
.

5 )

(4
.

6 )

五
、

算 例

例 1 采用不规则 网格计算矩形板
.

考虑两种荷载情况
:

荷载 1作用下的均匀拉伸 (常应

力下分片检验的一个问题 ) ; 荷载 2 作用

下的纯弯曲
.

根据对称性
,

取 1/ 4板计算
,

采用图2中的不规则网格
.

计算结果见表1
.

为了比较
,

还给出其

他六种单元 的计算结果以及精 确 解 的 结

果
。

由表 i看出
,

除 Q 6单元外
,

其余单元都通

过分片检验
。

尸 二 1
.

S P , 二

p 盆 0

尸
:
=

了!

图 2

表 1 例 1的计算结果比较 (七种单元)

一

载荷1 (均匀拉伸)
单 元 类 型

位移
“ ,

过过过过过通通通通通

Q4 (等参元)

Q6 (W ilso 淤IJ)

QM 6 (T
ay lo r [ 2〕)

QP6 (W
a比s p re ss [ 3 ] )

QC6 (拟协调 [们)

NQ6 (卞学钦[s〕)

G C一
Q6 (本文)

精 确 解

6
.

0 0

6
.

70

6
.

0 0

6
.

0 0

6
.

00

6
.

00

6
.

00

6
,

DO

分片检验

通 过

不通过

荷载2 (纯弯)

位移
。,

一 17
,

00

一 1日
.

6 8

一 17
.

6 1

一 17
.

6 1

一 17
.

61

一 1?
。

6 1

一 17
.

6 2

一 18
.

00

尸
l
二 场。 E = ! so o v

= 0
.

2 5 P
,
= 15 0

日份‘一甲十一
一

州
,

: _ 1。。。

牢 月I P , 二 1Qo o

P
z = 遥5 0

图 3

例 2 采用不规则网格 (图3) 计算悬臂梁
.

考虑两种荷载情况
:

荷载 1 作 用下 的 纯弯

曲, 荷载2作用下的横向弯曲
.

由表2看出
,

Q 4等参元的精度最差
,

其余四种单元的精度显著提高
,

应力精度 以G C-- Q 6

单元为最好
。

例3 平面楔形体在右端均匀分布的单位荷载作用下的计算 (图4)
.

例 3是文献〔7〕讨论过的问题
.

由表 3看出
,

如以〔7〕的H L单元在细网格N一 16 的计算 结
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表 2 例2的计算结果比较 (五种单元)
. . . . . 幽 . . . . . . . . 叫. 匕. . 曰. . . . . .

-

一
-

夕

一
.

~ - 一一
.

. . 口 . . . . . . . . 自. . . . 月. . . ~ , . -

-
一

. . J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 侧. . . . . .

荷载1 (纯弯) 荷载2 (横向弯曲)
单元类型

位移

(等参元)

(W ilso 淤1 1
)

(拟协调仁们)

(卞学铁〔5 3)

G C ,
Q6 (本文)

精确解

口才

。

7

.

4
.

1

。

1

.

0

应力 内
B

一 1 76 1

一2 4 2 8

一2 4 3 9

一 2430

一 3 0 3 6签

一 3 0 0 0

位移 。 , 应力 口 : 。

一 2 4 48

一 3 3 5 4

一 3 3 39

一 3 294

一 4 182.

一 4 0 5 0

降.d�,二n件,人品On甘�“内O内O晓U,曰倪.nUQ即�肠O甘nU

J.人J.几

肠9896舫
!

舫D04BGQQQQN

. B点应力由2 x Z高斯积分点应力外插求出
.

匕福
{
C

、

万二 15 0 0

、
,

二 1/ 3

网格

N 二

r
X

一一一
~ ~ , . 叫口 . .

|卜|丁l
l
J尸|||土

表 3

图 4

例3的计算结果比较 (五种单元)

( a ) C点位移v。

单元类型 N 二 2 N 二4 N 一 { N = 16

HL (COO k仁, 3 )

Q4 (等参元)

Q6 (W ils o淤1 3)

QMB (T盯lor 〔2 3 )

G C 一

吻 (本文 )

23
.

3 9

2 2
.

0 8

2 3
.

8 1

23
.

的

心U一“�内O,臼,占�“�勺UJ压�nnU口
..

⋯
,曰no的Jn口J已�,白,人,曰‘弓n‘开口�勺孟‘乙U,i,二O门工Q即n�傀�

..

⋯
n几�
‘.二,曰,且口飞,几,几,曰n‘n‘

B点应力a B。 ;。

J

!

⋯
一(b)

NNN = 222 N 二 444

一一0
.

13 3 555 一 0
.

1 7 0 000

一一 0
‘

0马1666 一 0
.

1 5 1 000

一一 0
.

1了3 444 一 0
.

1马1 555

一一 0
.

15 8 000 一 0
.

I B5 666

一一 0
.

16 8 888 一 0
.

1舫 000

N 二16

一 0
.

2 00 5

果作为参考标准
,

本文 G C一Q 6单元在粗网格下的计算精度均高于 H L单元
.

六
、

结 语

广义协调等参元 G C一Q 6 显示出广义协调元的优点
:

由于满足常应力状态下的广义协调
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表 3

一二
, . . . . . . . . . . . 月口

(c ) A点应力 口通. 石二

单元类型

H L (C
o o k〔, 〕)

Q4 (等参元)

Q6 (W ils o n t l l)
赞

QM 6(T
a ylor 〔z〕)

朴

G C
一

Q6 (本文)
.

0
.

1 5 8 2

0
.

1281

0
.

20 2 9

0
.

1 0 2 8

0
.

2 63 8

0
.

1 98 0

D
.

1906

0
.

2 2 5 8

0
.

2 2 4 3

0
.

2 3 4 9

0
.

2 2 0 5

0
.

22 01

0
.

2 2 04

0
.

2 3 18
. . . , . . . . 口 . . 卜州, . . 加阳. . . . . . , .护. . . . . . . . . 月. . . . . . . . . 侧 ,

. . . 们. 阮

.

结点应力由2 x 2高斯积分点应力外插
,

并取相邻单元的平均值
.

条件
,

因而对不规则网格能通过分片检验
,

保证收敛
.

此外
,

由于满足线性应力状态下的广

义协调条件
,

因而对不规则网格能保持良好的性态
,

与文献中已有单元相比
,

它是精度最好

的单元之一
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