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摘 要

在边界元法中
,

奇异积分的处理是一个极为引人注目的问题
.

本文提出了一种在单元状态作

极坐标变换的新的处理方法
,

它能显式地消除奇异积分的奇异性
,

使之成为常规积分
,

因而易于

在边界元法中使用高次单元
.

计算实例表明
,

本文所提出的方法是有效的
,

方便的
.

一
、

引 言

边界元法中的奇异积分严重地阻碍了边界元法的广泛应用
,

因此
,

对奇异积分的数值处

理
,

就成为边界元法发展中一个极为引人注 目的问题
。

虽然
,

从 7 0年代中期到 8 0年代初期
,

C r u se 〔‘’,

Je n g ‘”
,

W
e b ste r‘3 , ,

o k e n t‘ ,
等人相继

采用线性三角形单元
,

获得了奇异积分的解析表达式
,

但是
,

使用线性单元
,

必然会加大模

型误差 (包括几何模型和物理模型 )
。

为此
,

人们不得不把单元划分得足够小
,

从而极大地

增加 了计算工作量 , 并且对于几何模型和物理模型更复杂的问题
,

使用线性单元
,

难以获得

较好的解
.

采用高阶单元
,

不仅能减小模型误差
,

而且能提高计算精度
,

更好地逼近问题的解
,

适

合于更复杂的问题
.

但奇异积分的存在
,

限制 了高阶单元在边界元法中的有效使用
.

L e c hat 〔“’

提出的在单元状态作三角形退化变换的方法
,

使高阶单元在边界元法中的使用成为可能
,

但

由于需对局部单元作进一步的线性变换
,

故会引进附加的模型误差
〔“’,

以致损失计算精度
.

并

且
,

新的三角形退化变换
,

使得积分计算在新 的变换后的三角形区域上进行
,

将使原有积分

区域产生新的变化
,

进一步增加计算实施中的困难
.

Br
eb b ia 〔7 ’

等 人提出了一种带奇异权因

子的积分公式
,

但由于不利于数值处理而没能得到 更广泛的应用
.

本文提出了一种对奇异积分作数值处理的新方法
,

通过在单元状态的极坐标变换
,

就能

显式地消除奇异积分 的奇异性
,

使奇异积分变成常规积分
,

可用一般的数值积分方法处理 .

并且不需对局部单元 的形状作新 的变换
,

故能保证原有等参元变换的精度
.

从而更易于在边

界元法中用高阶单元去有效地解决各种工程实际问题
,

获得更好的精度
.

本文提出的方法简

单
、

直观
,

能方便地在计算机上实施
。

计算实例表明
,

本文提出的方法是有效的
.

.

何友声推荐
.
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二
、

边界元法的基本公式

为了便于说明
,

本文的讨论仅以势问题为例
.

对于三维势问题
,

如图 1所示
,

设其势函数为甲
,

则可导出其边界元 方程为
’8 , p “2 一34 ’:

曝丫
一

盗胃
‘( , ,

司二
。
一

{
一中( , )

(2
.

1 )
一 c (一)切(一)

P〔口

P〔厂
q甲

r...L

r

.

!
J

其中格林 (G re e n) 函数为
:

G (一 ,

而 R (, ,

1

4汀 R (一 , 。) (2
.

2)

。, = [ (x , 一 x 。) 2 + (夕, 一夕。)
“
+ (二 , 一 : 。)

2

〕%

为场点P和源点q间的距离
. c (, )为边界厂上P点处的系数

;

(2
.

3 )

元、。)为q点的单位外法线向量
,

元: 。, =

(”
. , ”, , ”,

)
。

对边界厂
,

利用等参元方法进行离散
,

可导出 (2
.

1) 式

的离散化边界元方程组
:

梦 。 _ _ 瞥 。 r
_

亚
_

、

归
. J J ‘七岁

一 分
U ‘奋、口。 )

, 二1
, 2

,

⋯
,

刃O D

(2
.

4 )

其中 图1 势问姐的符号

皿 8
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r == N E N N (j
, e ) (2

,

5 )

e == l
,

2
,

⋯
,

M

了== 1
,

2
,

i“ 1
,

2
,

S

N OD

(2
.

6 )

!
、J1|1

!
.‘..了.t

而

这里
,

P点即为 ‘点 ; N O D 为节点总数
,

M 为单元总数
.

厂
。

为第
e
个单元的区域

,

S为单元

几上的节点个数
,

N , 为单元厂
。

上的第 j个插值函数
; N E N N (j

, 。)为单元 的局部编号与总

体编号对照表
.

占‘。和占。
,

均为克罗内克 (K r o n e e k e r )占
.

由(2
.

幻式和 (2
.

的式可看出
,

当场点 p (也即 ‘) 位于第
“
个 单元 上时

,

下文中我们将

称该场点为奇异点
,

(2
.

6) 式的第一项积分有l/ 左
么

的奇异性
,

第二项积分有l/ R 的奇异性
.

这

给数值处理带来了极大的困难
,

对该奇异积分的处理
,

直接影响到边界元算法的成败一

三
、

四节点等参元的奇异积分处理

对四节点等参元
,

见图 2
,

其插值函数为
〔。’;
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1
,

“
‘ 、 ,

二
、 , ‘ _ ,

, ,

。

l y j =
一 ‘

Ll + 自I宝) 气1 十功川 J = 1 , 乙 , J , 4 吸。 二 4 少
任

其中住
, ,

伪 )为第 j节点的局部坐标值
。

我们把奇异点 i 在局部单元上的编号记为i
: ,

设‘
,
二 2

.

将省卿坐标平移到 i
,

点上
,

过刀角
,

见图 3
,

则
:

占= 占‘
,
+ 石

e o s
口一万

s in刀
, 刀== 刀‘

,
+ 石

s in 刀+ 万
e o s
刀

9 0 1

(3
.

1 )

并旋转

(3
.

2 )

rrr 石石石
OOOOOOO

图 2 四节点单元及其变换 图 3 单元内的坐标变换

其中 刀== (‘
1
一 l) (二/ 2 )

‘
;
= 2 (或 1 ,

3
,

4) 为奇异点在局部单元中的节点号
,

(今
: ,

以‘
l

点为极点
, 。酉轴为极轴

,

构造一个极坐标系
,

见图 3
.

则
:

酉二户
e o ss

,

万= p sin口

由 (3
.

2 )和 (3
.

4 )式得
:

雪= 雪‘
,
+ p e o s(夕+ 0)

, 叮== 刀i: + p s in (口+ 0 )

将(3
.

5) 式代入 (3
.

1) 式得
:

(3
.

3 )

布
,

)为奇异点的 局 部坐标值
.

(3
、

4 )

(3
.

5 )

1
,

二 “
. ‘ , 。

.

。 、 , 尸 ‘

二
_ . , 。

.
。 、 ,

I v 了=
,

Ll + 自i一自了+ P自了c o s LP + 口 ) 」L l + 刀‘: 刀, + P 叮矛s l n 叹P 一 口 )
.

,

任

(3
.

6 )

由于‘
;
点

,

j点位于同一个单元上
,

故

今
:

雪, = 一 1 或者 /和 札 刀, = 一 1

君、
:

君, == 1 和 叮l. : 叮j = 1

故可将 (3
.

6) 式改写成
:

当‘, 今j时

当云
,
= j时

(3
.

7 )

(3
.

8 )

r p刃s 。, , , )

刀 , = 嘴 _
、

1 + PN ‘; ‘, , 。。

当j斗‘
:

时

当j= i:
时

(3
.

9 )

其中

。 1
。 _ _ .

‘ *

I v “ ‘p , e ) = 4 L乙u ‘1 一 乙O “ 十 尸u ‘I U “ J (3
.

1 0 a )

一

乏
。, 〔1 + 。‘

; , , + 。。, 〕

争
, 〔1 + : ‘

,

; , + p 。, 〕

今
;

易= 一 1时

(3
.

1 0 b )

刀‘: 刀, “ 一 1时

r..es,、...L

一一口P刀

而
a , = 占, e o s (夕+ 8 )

,

b , = 刀, sin (夕+ 口) j= 1
,

2
,

⋯
,

S (3
.

1 1 )

由于‘
:是奇异点P在厂

,

单元上的局部编号
,

故考虑(2
,

3) 式中的各项时
,

显然有
;
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(另 , 一 戈q )== (劣s: 一 x 。) == x ‘:

习 8

一乙 N , x , = (z一N 、, ) x ‘: 一习 N , x ,

j拭

(3
.

1 2 )

考虑到 (3
.

9) 式
,

可得
:

(x , 一戈。) = p X (, , e ) (3
.

1 3 )

(夕一夕。)~ (夕i
,
一夕。) = p y (, , e。 ,

(之 , 一 2 , ) == (之 il 一之。) = p Z ‘, , 口, (3
.

1 4 ) l

X (, , 。。= 一兄 N , (,

了一 l

Y 。, , 。) = 一乙刀
, (,

J 一 1

, e )劣少

口)夕夕 (3
.

1 5 )

Z (, , 。) = 一乙刀
, (, , 。)二 ,

J . 1

而万, ( , , 。,
由(3

.

1 0 )式给出
.

由(3
.

9 )~ (3
.

1 5 )式和 P
,

q点的几何意义
,

显然可得出
,

当 P , O时
,

X
,

Y , Z 不同时

为零 ; 且当p , o时
,

由(3
.

1 3 )和 (3
.

1 4 )式
, 口= (二。

, 夕。 , 之。) , p
,

即R 〔, , 。) = o

将(3
.

1 3 )和 (3
.

1 4 )式代入 (2
.

3 )式
,

得
:

R (, , 。。== p无。, , e )
一

(3
.

1 6 )

其中 厢( , , 。)一〔x
“: , , , ) + y

“〔, , , ) + z
“(, , 。 )〕万 (5

.

1 7 )

这样 (2
.

6) 式中的第二项积分就为 (对厂
。

单元
,

变换后称为厂 :
,

见图2)
:

“浮一去!
1

r : R ( , , 。) N , J (。
, , )d占d 刀

N , J l( , , e )d Pd口 (3
.

1 8 )

其中
,

N ,由 (3
.

9 )和 (3
.

1 0 )式给出
,

J (。
, , 。为单元厂

。

的Ja e o b ia值
‘吕, p ’“’,

而 J r。, , , )
为将 (3

.

5 )

式代入J (;
, , )后的结果

.

显然
,

(3
.

18 )式是一个没有任何奇异性的常规积分
.

同理
,

(2
.

6) 式 中的第一项积分为
:

X ‘, , e )n :

+ Y (, , 。)n ,
+ Z 。, , 。。”:

R
3
( P , 口、

介; ;
’一

X ‘, , 。)”:

+ Y (, , e )”r + Z ( , , e )n z

PR
3
( P , 口)

万 , : , , 。。J
; (, , 。) d p d o 当j寺‘

;

时

(3
.

1 9 a )

〔z + p 万i, ( , , 。)〕J
, 。, , 。 ,

d p d夕 当j二i :
时

、
、

(3
.

1 9 b )

厂

.r...J1妞

厂!
曰

1
�

标

显然
,

(3
.

1 9a) 式也是一个没有任何奇异性的常规积分
· 、 .

当了一 ‘
,
时

,

在 ( 3
.

19 b) 式中
,

被积函数仍有l/ p 的奇异性
,

但该项的值仅对月“有贡献
,

因此
,

可不直接处理该式
,

而借用甲~ co ns t时
, 。甲/而” 0( 厂上 ) 的条件直接求出H

‘二这样
,

由(2
.

4 )式可得
;
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H “ = 一乙 H
‘。 i = i

,

2
,

⋯
,

N O刀 (3
.

2 0 )

认

其中 H
‘, (k斗i)由 (2

.

5 )式
、

(2
.

6 )式和 (3
.

i g a )式计算
.

比较 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (5
.

2 0 )式可 看

出自也在 (3
.

2 0) 式中一并考虑了
。

至此
,

(2
.

4) 中的系数 G ‘* 和 H ‘, 的各项积分计算都没有任何奇异性
,

可用一般的高斯

(G au ss ) 数值积分公式进行有效的处理
·

对于 厂 ; 区域
,

在做极坐标变换的 (3
.

5) 式中
,

实际上 已经规定
,

r 二单元要分成二个三

角形子区域以进行(3
.

1 8) 和 (3
.

1 9) 式的积分计算
,

见图4
.

对于 I 耸区域有
:

_
, , 2

u、 p、
~

亡6云石
”( e《霍 (3

.

2 1 )

对于 I 零区域也可相似地讨论
.

对四节点单元
,

这种区域划分与奇异点‘
,

所处的位置无关
.

此外
,

若采用三角形等参元
,

上述讨论完全成立
,

仅刀
,

N , (;
, , )和刀 , 。, , , ) ,

积分区域等

需做适当的修改
。

限于篇幅
,

本文不再详细讨论
.

四
、

高阶等参单元的奇异积分处理

对于八节点单元 (图sa)
,

有极坐标变换式 (3
.

5) 式成立
,

而

i
:
一 1

,

(2
,

⋯
, 8 ) (4

.

1 )

其 中
,

In t (

“一“
(晋)

,

“一‘· t

(
一

, ,

尹
一

)
)表示取截尾整数

。

插值函数为
‘. ’:

言
(1 + : , : )(1 + , ,。) (一 1 + : , : + 。, , )

告
一

(1 + 。, 。+ : , : ) (1 一 : , , 2
一 , , :

2 )

j= 1
,

3 ,

5
, 7

(4
.

2 )

j= 2
, 4 ,

6
,

8 (S = 8 )

r..皿J、..1-J

一一N

书

辛 每
匹。 吓寸

图 4 积分区域的划分

利用 (3
.

5) 式
,

亦可相似地导出(3
.

9) 式
,

a ) 八节点单元 b) 九节点单元
图 5 二次单元的积分区域划分

而相应的刃烈 , , , )
为

:

厦[ 6 + p (Za ‘: + Zb‘
:
+ p a il bl.l )〕(a ‘

:
+ b红 ) + 户a ‘: b红} i

;
= j= 1

,

3
,

5
,

7

专
“““ + ““)一p (a谁

: + b考
:

)[ 2 + p (a、 + ‘、)〕} ix = j‘ 2
,

4
,

6
,

8

(4
,

3 )

r
....少、.....L

一一口PN
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:

占, - 一 l
,

3
,

5
,

7

刀 , e , , e ) =
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森

履
a , 〔1 + 。‘

: 。, + 。“, , 〔一 2 + 。‘“, + b ,
, + 。‘

! , , 〕

{
b了〔l + 雪‘

l

; , + 。。, 〕仁一 2 + 。‘。, + “, ) + “、
1

“, 〕

;
: l + : ‘

1

“, + 。。, 」〔‘+ : ‘! 。, + 。“, 〕‘“, + “,
,

叮i; 刀, 一 一 1 (4
.

4 a )

一 1 + 雪i
:

省, + 刀‘
, 刀, ~ 0

1
, 曰

丁L l一 p
一
气a 于+

c
李) ] (

a , + b , ) j~ i :

士4 j二 2
,

4
,

6
,

8

(4 4 b )
1

尸

“
, , .

~ , . , . _ , , , ,

二
,

“
_ , _ .

L 、 ,

O L若白于O fi + 乙叮万a fl + P c 于+ p a 下」L l + 刀fx 刀j十弓fi 白J一 P 气a , 十 U 了) 」
乙

j今 i, 士4 ,

j今f:

一

了lwel、..es、

一一P沙古刀

而
c , = 刀, e o s(刀+ 0)

,

d s= 舀, sin (刀+ 0) j一 1
,

2
,

⋯
,

S (4
.

5 )

与四节点单元时相同
,

可导出 (3
.

15 )~ (3
.

2 0) 式
.

所获结论也与四节点单元时相同
.

‘

对厂二积分区域的划分
,

当礼为角点1
、

、

3
、

5
、

7时
,

与四节点单元的区域划分完全相同
,

见 (3
.

21 )式
.

当 i ,

为边 中节点 2
、

4
、

6
、

8时
,

需将 厂 : 分成三个三角形子区域 (图sa)
,

对

1 称
区域有

:

_
一 一 l

_
一 。 一

,
_

、

U、p 气
一

亡玩口
, U气“飞 “ r c tg ‘乙) (4

.

6 )

其它子区域相似地可得其定义域
.

对于九节点单元 (图s b)
,

其极坐标变换公式
、

奇异积分的处理和单元区域的划分
,

与

八节点单元时相似
,

仅在‘
: 一 9时

,

需将积分区域厂二分成四个三角形子区域
,

I 吞区域为
:

。 一 一 l 兀 , 。 一 万

U、p 气
一

而动
一

,

一飞气
U气

一

4 (4
.

7 )

其它区域也可方便地获得
.

变换后的形函 数 刃
, 。; , , )也可与八节点单元相似地导出

,

这里不

再赘述
。

十二
、

十六节点等二次以上单元也可相似地进行上述处理
.

对于三角形高阶单元
, _

七述

讨论也成立
.

五
、

数 值 结 果 与 讨 论

为了检验本文所提出的奇异积分处理方法的有效性
,

作者计算了两个具体物体的表面速

度势和附加质量
。

1
.

在无限流场中作直线运动的球体

单位半径球体
,

以单位速度向 x 负方向作直线运动时
,

其单元划分见 图 6 ,

计算结果见

表1
.

‘
.

H es s 一

So it U ‘。’曾用2 3 4 3个四边形常数单元获得问题的解
.

K al ef f〔” ’
给出了用三角形常

数元的计算结果
.

笔者把 [l , 〕中的图 3 归并在本文的图 : 中
,

可以看岔
,

采用高阶单元能更

好地
、

更令人信服地逼近解析解
.

并且
,

从图 7 中可看出
,

采用九节点单元比八节点单元有

更好的精度
.

更重要的是
,

采用八
、

九节点的二次单元比之采用 四节点的线性元
,

要好得多
·

例如
,

当在 1邝球面上用19 个节点时
,

四节点和九节点单元的计算精

计算结果

度分别为
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图6 1/ 8球体表面上的单元划分 图了 四种单元的计算值与理论值的比较

13
.

0呱和。
.

4肠
,

其精度约相差三十倍左右
.

这个结论 与 Je ng
〔2 ’用二次三角形元和线性三角

形元 (奇异积分值用解析表达式获得) 时得出的结论是一致的
.

2
.

在无限流场中作直线运动的椭球体 ,

椭球的特征尺寸和单元划分见图8
.

在图 9 和表 2 中给出了椭球 以单位速度分别作 三个

方向运动时的速度势甲
: , 中, , 甲:

和附加质量
。
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了.卜1
.

卜

i
从这些结果中可看出

,

虽然仅采

用了相当少的单元和节点
,

就已获得

了相当高的精度
,

这表明本文提出的

计算责异积分的单元状态极坐标变换

法是成功的
。
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表 1

1 /8 椭球表面上的单元划分 图9 椭球作劣 、

‘
、 z 方向运动时的表面速度势

单位球表面速度势的计算值及比较
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表 2 椭 球 的 附 加 质 量

附 加质 量 解 析 解

13
.

3 6 63

4
.

2 5 0

5 0
.

9 89 5

本文计算值
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.
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5 0
.

3 5 7

MMM

注
:

M
二 ,

M
, ,

M
z

分别为椭球作劣 ,
‘

, z 方向运动时的附加质量

父福
、

结 束 语

1
.

在边界元法中
,

采用高阶单元能建立 更合理的数学模型
,

具有比线性单元和常数单

元高得乡的计算精度和计算效率
.

即使对于本文所讨论的这几个比较简单的例题
,

在相同节

点总数的情况下
,

其计算精度就相差很多
.

而且
,

在节点总数相同时
,

线性单元的个数 已取

得比高阶单元的个数多得多
,

更不必谈要达到同等精度的情况
.

这将大大增加计算时间和人

工准备工作量
,

对于更复杂的问题
,

高阶单元的优势就更明显了
。

2
.

本文提出的奇异积分的新的处理方法
,

为高阶单元在边界元法中的广泛使用奠定了

更好的基础
.

3
.

虽然本文的讨论是以势理论为例的
,

但是用单元状态的极坐标变换消除奇异积分中

的奇异性的方法同样适用于弹
、

塑性力学
,

热力学等问题
.
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Abstr a c t

In b o u n d a r y e le m e n t m e th o d s th e t re a t m e n t o f s in g u la r in t e g r a ls a s o n e o f th e

m a in n u m e r ie a l p ro ble m s ha s b e e n n o tie e d se r io u s ly
.

In tli is p a p e r ,

by u s in g p o la r

e o o r d in a t e t r a n s fo r m a t io n fo r e le m e n t s a n ew a p p r o a e h 15 只r o p o s e d t o r e m o v e th e s in g u -

la r itie s in th e in t e g r a ls e x p lie itly
.

T h e fo r m u la tio n s fo r t r e a t坦 e n t o f th e s in g u la r itie s

in q u a d r ila te r a l b o u n d a r y e le m e n t s w ith fo u r n o d e s , e ig h t n o d e s a n d n in e n o d e s a r e

d e r iv e d a n d it e a n b e e x te n d e d e a s ily t o o the r hig he r o rd e r b o u n d a r y e le m e n ts
.

N u
-

rn e r ie al e x a m p le s a r e g iv e n
.

T he r o su lt s s h o w the p r e s e n t a p p r o a e五 15 effe e tiv e a n d

effie ie n t
.


