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摘
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要
、

本文把M. A. K办
c

Ho ce Jlb ““关于紧连续映射著名的局扮歧定嘿堆广到弱连续映射
,

从

而可用于应用中缺乏紧性的情形
.

最后给出对拟线性椭圆方程D il icb le t问题的应用
.

\
一 、

厂
/

分歧理论在近几十年来一直受到极大的重视
,

因为它与力学
、 ‘

理论物理
、

生物学等许多

学科中的失稳
、

、

对全连续场
,

M
.

A 、

切相关
,

有着广泛的卖、背景

一
‘

K p a 。Ho
o e
JIL

。

临盆〔” 用 拓扑度理论得出了著名的局部分歧定理

指出线性化算子的奇代数重数特征值必是歧点
.

以后一些作者
,

如H
.

A m an
n 继续在这个方

‘

向上做了砂排
【” ,

但仍是考虑全连华场的情形
·

甲〕把[l 江推广到严格集压缩情形
·

这些

绪果
、

有着众多的应用
。

但是
, 、

在实际中也有大量问题所导出的映射的非线性项不紧
‘
甚至不

’

满足严格集压缩 的条件
,

于是无法运用K p ac o
c e

JIL
c : 二盆定理

’

, 从而过去对这类间题所得到

的结果较少
·

在这篇短文中二我们注意到相应非线性映射常常弱连续
,

而且用到的空问常常
是弱紧的这两个事实

,

把K户
。‘
oc

e 二卜。“, “定理推广到非缘性项弱连续的映射
,

在一定条件

下
,

克服了缺少紧性的困难
.

最后给出了它的应用

二
我们先建立抽象结果

,

然后再运用到椭凰边
.

值向题
. ‘ ,

·

·

定义
」

设 x 是 B‘na 比 空间
,

、
、

f
: x x RI , x

,

若对任何有界序列{
二扑c 龙 有界实数列

通切
,

当溉<f呱
,

久
·

’
,
‘ ,

>一”旦介一” ‘弱收敛’时
,

仇}必有收敛于零的子列
,

‘

则称f满

足 (A )条件
.

以下总设X 是Hi lbe rt 空fgl. 考虑如下方程的分歧问题
、

尹(劝 ~ j( 抓幻 = A 二一几L x + g 叮二
,

几) = O

其中
,

L , X ”尤是线性全连续算子
,
A , X ‘ X 弱连续且连续可微

,
A 厂(0 )二试 (

、

或等价地
,

A, (0) : x , x 是线性同胚 )
,

、
’

竺少竺才三甲踌
.

笋开
连
婀

微
,

顶且 ”‘一”时”“‘’济’卜
。‘”‘”’对有界蒯一致

·

.

叶开阮推荐
。

中国科学院科学基金资助的课题
.
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我们有如下结论
定理 1 设f

:
劣

L

“Rl ”X 如上定米且满足 (A )条件
,

再设‘一 o是j( ‘
,

几
。
) 的孤立零点

,

其

中浇
。

是L 的奇代数重数特征值
,

则方
。

是方程f(x
,

之)一。的政点
. ,

说明 因为f( ‘
,

幻 一声一只众十g(
‘

,

久)十A ‘一‘ ,

而由A 伙0 )一记 知 l月‘一刻 一 ”(l“”
,

因此我们只需讨论f(戈幻汽努‘久L二平g( 二 ,

幻这种形式的映射
.

‘ ·
、 ·

取 {
。‘;二x 为规范直交基

,
.

威一 s

Pa
n 、。

: ,

⋯
, 。

小 并且不妨设当
,
充分大时

,

乙对应于凡

的不变子空间
卜

(其维数等于“
。

的代数重数)
’

都属子叉
, ,

_

p 砂X , X
,

为标准投影算子
.

记

f委~ 记一几尸
。

L + 尸
。g

我们把定理1的证明分解成如下几个部份
:

·

结论飞 对任摊> 0充分小
,

存在p > o及N > 0
,

使当 , 》N 时
,

f圣
。

士
“

在凡 一 {正x
。

}}}二 l

< 讨中只有唯一零点x 一 0.
‘

·

;
. - - ,

证 因为久
。

是L 的孤立特征值
,

因此存在
。> o充分小

,

使得九
。士。
都不是L 的特征值

.

若结

论 1不成立
,

则对任何自然数
。 ,

存在介〔x
。 ,

, ,

手 。及介 , o (当, 。。 )
,

使尺
。

士
‘
(二

。
)一 。

,

即
·

月
.

土
‘

(二
,

) ~ x 。

, (凡士
。)P

。
五x

,

+ 凡 g (八
,

礼士
。)一 。

由 lp
o g (‘

。 ,

几
。

士‘) l《 119 (‘
。 ,

界。士
“) l卜 我们有

1

1(id 一 (礼士
。)P

一

L )x
”

!{~ o (l犬
”

l)

另一方面
,
‘d 一(凡士

‘)云有有界逆
,

而id 一 (凡士
“)尸

·
L一致收敛于 id 一以

。

士“

)L
·

因此
,

当

碗分大时
,

存在与”无关的赏数C> 年 使
·

、

皿(id 以凡士的凡L)
戈。

l) clI 州
.

、
·

此与上式相矛盾
,

结论 1得证
。

结论 2 对任
‘> 0充分小

,

存在Pl > o及N > 0, 使当
”
> N

,

}又一凡{《
‘时

,

了盒在 。B石
; 上

无零点
·

证
、

取PJ. > 。使j(朴凡)在石八中只有唯一零点x 二 0
.

若结论2不真
,

则存在
“,

> 0, “ ,

” o

(当””OO )- 及 ;

砂气使得对迁乍
劣 .

)一。
,

从而

.<f盛
,

才
‘·(‘ )

, 。>= o ,

V 夕〔尤
,

由f二的定义易知

不妨设二。

一二。
,

<j ‘士‘(X
·

,
,

。一<j令
士伙 , ·

,
,

、一0’,
、

V y以
·

由 f
轰的弱连续性犷于是

<f‘
。

丈二
。)

,

, >= rim <f又
,

士
‘·

(二
,

)
,

夕>、 o
,

V g 〔X , ,

k ~ 1
,

2
,

⋯

再由只
, X ,

在X 中稠密知户
。

(丸)一 “
·

另一方面
,

因“〔X 一
‘

有

<j)
.
士e.( 动

,

动钊
· ‘

由(A )条件及介〔。B p
:

故凡岁。
,

此与户
。

(劝在万。
,
中只有唯一零点x = 0矛盾

.

结论 2成立
.

结论3 凡是f(x
,

幻一 0的歧点
.

,

‘

证 任取
￡> 0充分小

,

取 p : > p > o分别如结论2和结论 1
.

由结论 2和拓扑度的同伦不变

性可得 一 一

de。(f盛
‘一‘ ,

气
,
0 ) 一 de g (j盘

·+ “ ,

B人
,
o )
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先假 定烈
, 一 “

在 B落
,

中只有唯一零点
二一 。

,

则由孤立不动点指数公式
〔‘,知

d e g (, 之
。一‘ ,

B二
, ,

。)一 in d e x rz义
。一 ￡

几

= in d e x 〔fd 一 (之
。
一。)P

o

L
,

0」= (一 1 )几

其中刀
,

为(几
。
一 。)尸

。
L 在 (o

,

l) 内所有特征值代数重数之和
.

当 n
充分大时

,

刀
。

等于(几
。
一公L在

(O
,

l) 内所有特征值的代数重数之和凡

再考 虑尺
。+ “ ,

由于 f盛
。+ “

在B 二内只有唯一零点 (结论 1 )
,

因此当
。
充分大时有

d e g (f公
, + ‘ ,

刀:
,

o )= in d e 二 [ iJ一 (只
。
+ 。)尸

。

乙
,

o卜 (一 )尹
·
+ 刀

”

这里刀
。

为之
。

的代数重数 (因为当 n
充分大时L对应于几

。

的不变子空间属于X
。 ,

故凡也是 尸泌的

特征值
,

而且其代数重数等于凡关于L 的代数重数 )
.

由以上三式
,

我们有
d e g (f资

。+ “ ,

B 二
: ,

o )笋 d e g (f盛
。+ ‘ ,

B ;
,

o )

这说 明 对
. 十￡ (二 )一 o在 B二

:

\B :内至少还有一个非零解、争 0. 令、一x0
·

由等式

<f A0+
‘

(二
。
)

,
二。

>一 <t 少
+ “

(二砂
,
二 ,

>一<0
,

、> 一。

和 (A )条件
,

可知 x 。铃O
。

再由

丈f又
, + “

(x
”
)

,

, > = <f泛
。+ “

(二
,
)

,

夕>一< o
,

, > = o ,

V , 〔X
,

x
,

在x 中稠
,

可知 尸
‘+ ‘

(戈
,

)二 0
.

再用产的弱连续性
,

得f(戈
。 ,

久。+ 。)一 。
.

若j:0
一 ‘

在那
:

内有非零解
,

则由结论1
,

该解 x 走B二
,

\B :
.

令x ”

一 x 。
,

同样可得 二。奔 0
,

f(二
。,

几
。
一。)一 0

.

注意到在结论 2 中
,

当 。” o 时可取 p ,

、 0
.

前面 已由 H il b ert 空间中闭球是弱闭的指出

‘
·

〔B启
,

(x :〔B二
:
)

,

故 Ilx
。

lj《 p ; (jl‘二}l《p ; )
·

总之
,

只。是方程f( x
,

幻一 0的歧点
。

定理证毕
.

下面考虑定理1对如下形式的拟线性椭圆D ili 比 le t向题的应用
.

乙
, 。 卜 有夕卜

.

(一 )
“
D

。

[ a
。 ,

, (x
,

月u )D , 。〕+ 乙 (一 l) , 护 ’D , b , (x
,

过“)

l护 } ‘ 泥

一几 万 (一 i ) ’
, ‘D

, 夕,

(二
,

过u )= o
,

正。
I下 l‘

” 一 l

u
}
。, “ 0

,

⋯
,

D
” 一 ’u

}
。。 = 0

这里A
。二 (。

,

⋯
,

D 卜
‘。)

,

口c 尺, 为有界区域
, a 。 ,

,
,

b , ,

g ,

都满足 C a r a th e o d o r y 条件

存在几> 0使

几}雪}
“
(

a 。 ,
, (劣

,

刀)君
n

身
,

V 雪〔R ,

还假定

(A
:

) 存在一组函数B
‘(浑

, 刀)
,

i= 0
,

1
,

⋯
,

m
,

B ‘(x
,

0 ) = 0
,

使

(l)

(2 )

而且

(3 )

E b
。

(二
,

刁。)刀
。“ =

! o ‘一 ”

兄 D ‘B ‘(x
,

过。) + B
。

(x
,

刁“)

(A ; ) { [
:

。

(二
,

过u ) + 乙 。, (二
,
刁。)。, 。; d x 》。

,

试. {, I‘一盆

V “〔C r (口)
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_
一- -

一
_

_ _ _
_

一
_ _ _ _

_ _ 一 _
_ 二_

_ _
-

-

(A
3
) a 。 ,

, (x
, 刀)

,

b
。

(x
,

刀)
,

,

g
。

(二
,

冲)关于泞连续可微
,

而且口b
。

(x
,

0 )/ a刀
,

一0
,

而在a夕
。

(x
,

O) / 。珍
,
中至少有一项不为零

,

这里刀
,
为刀中对应于刀叫的分量

.

(A
;
) 结构性条件

:

存在C
; ,

C
:

> o ,

使

.
a 。 ,

, (二
,

刀) !簇C
,

(4 )

tb
。

(戈
,

刀) }( C
:

1刀!儿+ C
: ‘

(s )

1外(x
,

冲) 1( C
:
}刀】

“+ C
:

(6 )

这里1《 g < (m + 2 ) / (二一 2 )
,

当 !
a
l~

, 时P
。

一。 / (。一 2 )
,

当 la !<
”时 P

。

二 (。 + 2 )/ (tn 一 2 )
。

注 结构性条件(4) ~ (6) 的指数可根据不同的a 及分量 冲
。

放宽
,

这里为了简便兹规定如
_

仁
。

定理2 在 以上假设下
,

若之
。

是下面线性椭圆 D ili ch le t 问题(7 )
,

(2) 的奇代数重数特征

值
,

则凡是问题(1 )
,

(2) 的歧点
.

E
l。 ! . 皿声!一

(一 1 )
,
D

。

‘
。 ,

, (x )D , u 一久 名 (一 1 )” ’D , g , , e (x )D o u = o
,

正。
I, , , I a , ‘一 1

(7 )

这里 。
。 ,

, (x )一 a 。 ,
, (二

,

0 )
,

g
, , 。(x )二

口汤 (x
,

0 )
口粉e

证明 取X = 附卜
2

(口)
,

由 (A
:

)易知 (7 )是 (l) 在。二。处的线性化
.

分别定义映射 月
,

G :

X , X 如下
:

<, ,
, 。> 一

{
。

t 乙
a 。 ,

, (x
,

刁。)D , “D
a v + 兄

扭0 1 . ! 夕l

二 l 梦】( .

。, (x
,

, ·)D 二
〕
d X

<G 。
, 。>一

{
。 二

,

呈
.

。·(x
,

A ·, D ? ·d x

l , l 、 . 一二

为用定理 1 ,

只需验证刁
,

口 : X 、X 弱连续
,

G
‘

(0 )全连续
,

而且f一A 一久‘满足(A )条件
.

首先
,

由条件 (A
3
)

,

(A
‘

)及Sob ol e v
嵌入定理不难证得A

,

G 是有界映射且连续可微
.

要

证A
,

_

G 弱连续只需证明
,

对任
v〔C了(口)

,

当“。一u 。

时 (在 X 中)
,

li m <A : 。 ,

必一<A
u 。,

v>
,

h m <G “
, ,

v> = <G u 。 ,

岭即可
.

我们只对映射A 证明 (G 的证明类似 )
.

实则只需验证

、

,
,‘

、户O八Q甘
J

‘
、了.、泛媲{

。

一
, (/

,

“二 )D , 二Da
·d / 一

{
。二

,
, (二

,

“一 )D , 一D 二d X

典毋丁
。“, (X

,

“二 )D , ·d X 一

丁
。“

?

‘/
,

“一 , D 护·d劣

由紧嵌入定理知
,

当1( q < Zm / (。 一 2) 时
,

在班 :
一 ‘, “(口 )中江

: ,

, 刁u。.

再由条件(A
‘

)及

H e 二 ‘双 : 二益 算子的连续性条件 ([ 5〕) 知
,

在 L , (口) 中 b , (劣
,

A u .

)、 b , (x
,

双u
。

)
,

因此对任
。〔C尹(口)

,

(9 )成立
一

为证(8 )
,

改写

I
, 〔一

, ‘X
,

A二 , D , 二 D

一
,

, ‘X
,

“一 , D , 一Do
·〕d X

一r
。。 ,

, (二
,

, u 。)刀
。。(。 , u 。一D , u。)、x

之口

+
{
。, 。 ,

D
。。
〔
。。 ,

, (二
,

, u 。 )一。。 , , (二
,

刁“。)〕、、

碑习
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因为在 附忿
’“

(口) 中 。 ,

一。。, a 。 ,
, (二

,

理u。)D
a v〔L

Z

(口)
.

再由线性算子 Iu 一 D
o
u

,

la !(
n ,

I :

研言
’2

(口), L
Z

(口)有界
,

可知D
a u ,

一D
o u 。
在L

Z

(口)中
,

故

1im
‘

(
_

。 。 ,
, (二

,

刀u 。)。
。。(。 , u 。 一刀, : 。)、二一 。

犯冲 ‘) J g

再由 (4 )及H
e M , 双‘ , 众算子的连续性条件知

,

在 L 空(口)中(1《g ( 二 )a
。 ,
p (二

,

刁u ,

)、 a 。 ,
, (二

,

刁u 。)
,

因此

lim
’

(
。, 。.

。
。。[ 。

。 ,
, (二

,

, 。,

)一。。
,

, (二
,

刀u。)
.

〕、一 。
月冲面J 曰

对一切
。〔C ; (口)成立

,

因此 (8) 成立
.

下面证明A 一之G 满足 (A )条件
.

由(3 )
,

(A : )
,

(A
:

)我们可以得到
,

对任
u〔X 有

<A “,

u> 李久{
。
!n一

“· +

{
。

鑫
D OB“二“· ,“·

+

!
。

〔
B
。

‘/
,

“· , +
名 (1 0 )

. 梦 l‘ 。 ~ 1

“, (二
,

“· )D 护·

〕“
》“

I
。
. D 二 ,

Zd二

假设在X 中
。 ,

一。
,

则在邵犷
’, q (口)中(1( g < Zm / (m 一 2 ))

, “ 。

。 0
.

再由(6 )可得

}夕
, (戈

, 刀)刀,
}簇C

:
}刀}

. + ’+ C
‘, q + i<

2 m

成一 2
(1 1 )

从在附 :
一‘, q (口)中

u .

, 0及(1 1 )
,

我们可推得

li m <G “
, ,

‘>二 【 乞 。, (二
,

“u · )D , u ·

“一 o

J 曰 一, t ‘一 1

(12 )

从 (10 )
,

(12 )
,

再由P
o in e a r 亡不等式可知A 一久G 满足 (A )条件

.

G
尸
(0) 全连续由(A

3)及(6) 保证
.

证毕
.

说明 可类似考虑口c R
,
无 界的情形

。
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