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摘 要

本文中我们证明了关于一般捕食者
一

食饵系统不存在闭轨线的定理
,

即文中定理2
.

应用这一定

理和关于捕食者
一

食饵系统极限环的存在唯一性定理 〔11 ,

我们完成了在各种参数条件对一个具体的

捕食者
一

食饵系统模型 t们

比二 ? 劣(1 一 x /K )一 g 劣
.

/ (a + x ,

)

夕二 g (“二
.

/ (a + 劣 .

)一 D ) (”= 1
,

2 )

的研究
。

捕食者
一

食饵系统是研究生态系统的最简单和最典型的数学模 型
. 几

目前国内外不少生态

学家和数学家都致力于建立各种捕食者
一

食饵系统的数学模型并 研究这些数学模型
,

进而对

这类生态系统作 出科学的解释
.

然而完全彻底地研究清楚某一类捕食者
一

食饵系 统 并非是容

易的工作
.

作者在文【i 〕和本文中对一般的捕食者
一

食饵系统给出存 在 唯一周期解和不存在

周期解的两个定理
.

将这两个定理应用到文〔2 」提出的一类捕食者
一

食 饵 系统
.

彻底完成了

对这类捕食者
一

食饵系统各种参数下全局结构的研究工作
。

文 [ 2 」给出一类具体的捕食者
一

食饵系统的数学模型

* 一v二
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a 十劣铭
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X .

a + 劣 .

一 D

)
‘n 一‘

,

2 ,{
这里石 y 都是 t 的函数

, 云= d刁 dt
,

夕二d刃dt
, ? , a , 拜和 D 都是正参数

.

我们可以把 ( 1 )推广为一般形式
毖== 中(劣)一夕吵(戈 )

,

夕== , (拼功(% )一D ) ( 2 )

其中
, 甲(0 )= o , 甲(x )〔C , (0

,

oa )
,

砂(0 )二 O
,

叻扭)〔C ‘(0
,

co )且 价
‘

(: )> 0
, 拜和D 为正参数

。

令 F (x )= 中(x )/砂(x )
,

在区域 口二 1(劣
,

夕) }戈> o
, 夕) o}中( 2 )化为等价形式

毖== 卯(劣 )(F (x )一夕)二 g (x
,

梦)
,

夕二 , (“价(x )一D ) == h(x
,

夕)
‘

( 3 )

按照生态学的意义
,

我们仅须在区域 口 中研究( 1 )~ ( 3 )
.

设点 尸(兄
,

尸(么”是 ( 2 )或 ( 3)

的奇点 (如果存在奇点)
,

其中 只是方程 拼似 x) 一D = O 的正解
。

因为 扩(劝> O ,

所 以方程

至多存在一个正解
.

故( 2 )或 ( 3 )在 口 中至多存在一个奇点
.

文〔1 〕中给 出 了( 2 )或 ( 3 》

.

钱伟长推荐
.

国家自然科学基金资助的课题
.



妙『 丁 孙 鱿

的极限环存在唯一性定理及定理的注
。

定理 1 (见 [ i 〕) 对于 ( 3 )
,

P以
,

F扭))是 口 中 的 奇点
,

若 F , (几)今。
,

F
,

(二)功(x )/

(户沪(x )一D )在区间 (。
,

幻和 (之
,

+ oo )中不增
,

那么( 3 )在 口 中至多有一个稳定的极限环
.

应用定理 1 及其注我们在「1 〕中证明了方程 ( l
r

)穿。二1对
,

当 K > 2几+ 。 和 , = 2 时

K > ZD 几/ (ZD 一拼) 在区域 口中存在唯一的稳定的极限环
.

本文给出关于方程 ( 2 )或 ( 3 )在

口 中不存在周期解的定理 2
,

并用这个定理完成了对系统 ( 1 )在各种参数下的全局结构的研

究
.

如同文〔1 〕定义函数

H ‘二 , 一

I:
(拼袱豹一D )心

叻(君)
戈> 0

定理 2 若方程组

H (工) = H (夕)
,

F (劣) == F (夕) (魂)

的一切正解 戈 , y ,

都满足 二二 , ,

那么方程 ( 3 )在 口 中没有闭轨线
.

证明 因为 叻(0) 二 0, 犷(劝) 。
。

所 以 当 戈> 。时
,

袱劝 > 。
.

之是 方程 产沪(幼 一刀 = 0

在(0
,

十 oo )中的唯一正解
,

所以 H (劝在 (0
,

幻 中单调下降
,

在 (之
,

+ oo )中单调上升
.

H (x)

在区间(0
,

们和〔之
,

+ oo )中分别有反函数
,

分别记为 二2

(H )和 劣 , (H )
.

设方程 (3 )在 口中有

闭轨 r
,

r 必环绕 尸以
,

F (之))
。

令 厂 的曲线方程为
劣 , r : (夕)

,

当 之( 劣

「

x ‘r 式功
,

当 。< 劣《久

且存在 yml
二

和 , Iu.
二 ,

使得r : (夕,
。

)‘r
:

(梦二 , 二 )= 厂:
(g 二。二

)“厂: (夕ma
二

)= 瓜 由方程 (3 )
,

对

于闭轨 r 成立勿m lu ( , ( y ,
二

)
:

d H (厂一(夕) )

d y

_ F (劣 ; (H (厂: (g ) )))一梦

夕
( 5 )

d H (厂 2 (夕) )
一 如 一

_ F (劣
2

(H (厂: (夕))))一夕

y
( 5 )

产

(5 )和 (5 )
‘

可以等价地表示为边值问题

d H
d y

F (x
,

(H ))一夕

y
H 10

. 1。 = H }。
。‘1

= 0 ( 6 )

健互~
公

丛丛左旦))-- 二赵
d 夕 一 y H !物。二H }物,x 二 O ( 6 )

产

都有解一可以证明 F (x
; (H ” 斧F (, 2

(H ) )
,

当 H > 。
。

因此
,

由微分 方程比较定理
,

边值

l’q 题( 6 )和 ( 6 )’不能同时有解
,

这与( 3 )在口 中存在闭轨的假设矛盾
.

以下证明F (戈
:

(H ”

斗F(
二2

(H)
,

当 H > 0. 设存在 H ‘> 0 ,

使得 F (二 : (H
, ) )= F (二: (H

, ”
.

令 尹 = 二 : (H
, )

,

沪二二2

(H 共 )
.

故而 F (x 釜 ) = F 勿
关 )

,

11 扭
关
)二 H 勿

关 )二 H
开 ,

且 x 关> 元> 夕苦 > o
,

与 定 理

F (二 : (H )) 笋F (二2 (H )) , 当 H > 0 的条件矛盾
.

定理证毕
。

定理 3 捕食者
一

食饵系统模型( 1
一

)在 口 中的全局结构只有三种类型
:

(a ) 口 中有唯一的稳定的极限环
,
口 中的轨线都渐近于这个极限环

.

( b ) 口 中有稳定奇点 尸(凡F 林 ))
,
口 中一切轨线都渐近于 尸(之

,

F (几))
.

( C ) 。 中探有奇点
,

。 中轨道渐近于 x 轴上的点 (K
,

o).

各种参数条件下( 1 )的全局结构的类型是
:



一类捕食者
一

食饵系统的全局结构 今4 !

当 ” = 1

参 数 分 布

拌> 刀 > 0

兀> (拌+ 刀)
。
八拌一。) }

刀) 料> 0

全局结构类型 (
a ) 型

K ‘伽+ 刀)
a
/ (拜一刀)

(b ) 型 (
e
) 型

当 n 二 2

参 数 分 布 拌) ZD > 0

ZD > 拼> D > 0

K > K .
{

D ) 拼> 0

全局结构类型 (b) 型 (
a
) 型

K ‘K 倪

(b ) 型 (
e
) 型

其中
,

K 关 = ZD 斌 a D / (拼‘刀) / (2刀一川
.

证明定理 3 之前我们给出

引理 4 设 0< , 成 x ,

那么有不等式

拜爹祝“
n

卜 ‘n “’ ( 7 )

等号当且仅当二 = 夕时成立
.

证明 设 s > 1
,

贝叮(s 一 1广> O
,

进而有

(s + 1 )之> 4 :
,

故

2 / (
s + 1 )“簇1 / 2

5

积分上式
,

得

:
(

沈
)
:

巍{:亡

‘一 :

早
1

式
‘nr ( 8 )

令r ~ x/ g 代入 ( 8 )式
,

即可得( 7 )
.

如果劣= 梦 ,

则 ( 7 ) 式等号成立
.

反之 ( 7 )式等号成立
,

则 ( 8 )式的等号亦成立
,

故必有
: = 1 , 二二 ,

.

引理证毕
.

定理 3 的证明 当 , = 1 ,

K > 2之+ 。二 (拼十 D )a/ 伽一 D ) 和 。== 2 , ZD > 拼> D > 。
,

K >

ZD 材
一

。D /( 召一 D ) / (ZD 一拼)时
‘

( 1 )在 。 中有唯一的稳定极限环 (见 〔1 〕)
.

即属于(a )型
.

现在证明其他情况
:

( i ) 当
n = 1

, 拼> D > 0
,

K 成 2几+ a二 (“+ D )a
/ (M 一D )

H (劣 )== (拼一 D )(戈一汽)一D a (In x 一In几)

方程组( 4 )化为

(料一D )(% 一 , )一 D a (In 戈一In , )二 o ,

(K 一 a ) (义一 , )一 (义
2
一犷)二 o ( 9 )

如果方程组 ( 9 )有解 戈气 夕气 x 苦今夕气 不妨设 0 < , 苦 < 戈气 那么

(# 一D )(尹一夕苦 )一D a (In 劣苦一In , 苦) = 0
,

(K 一 a )一 (戈资 + , 釜 )二 0 (1 0 )

由于 K 簇伽 + D )a /( 拼一 D )
,

故由(1 0) 得

纂军艺二
一 、。一

雳扮
一 。 , (‘

一
‘·, · , 》 ; “二

’一‘·””

与引理 4 矛盾
.

故方程组 ( 9 )没有这样的正解 x , ,
,
二午 ,

。

由定理 2
,

( l )在 口 中 没 有闭
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轨
,

不难看出这时 尸(几
,

F (几))为稳定奇点
.

故 ( 1 )的全局结构是( b )型
,

( 11 ) n = 1 , 拌《D

这时 ( 1 )在 。 中没有奇点
,

而(K
,

0) 是 ( 1 )在磊= {(二
,

功 !二) 0
,

夕》叶 中的稳定结点
,

(o
,

0) 是鞍点
.

口 中的轨线渐近趋于点 (K
,

0)
.

全局结构是 (。)型
.

( 111 ) n = 2
,

0< D < 拼< ZD
,

K 簇K 铃 方程组 ( 4 )为

、.IL
l

leeee少

、、,/

(l-- 资)
卫

丫
~

一

(l
一

资)平
‘“一” , ‘一 ‘, + Da (: 一孟

一

)
一‘拼一” , ‘。一“) + Da (喜一贵

(1 1 )

方程组 (1 1 )没有这样的正解 尹
,

尹
,

尹年沪
.

若不然不妨设 O< 沪< 尹
,

方程组(1 1) 化为

一 a + x , 夕, 一 (x 开 + v , )二苦v关/ K = o
, x 苦夕荟二几

2
‘

(1 2 )

由(1 2 )得

x · + 。一 (;
2
一。)K / 、

2
一 (2。一 。)K / D 、2

丫
a D

拼一D
= 2几 (1 3 )

故有

2完= 2斌
一

厉韶奋妥 < (二关 + 夕补 )( 2几
,

矛盾
.

由定理 2 ,

(1) 在 口 中没有闭轨
.

全局渐近于稳定奇点 尸(几
,

F (之))
.

全局结构是 (b)

型
。

(iv ) ”= 2
, “》ZD > 0

类似于情况( 111 )
,

可得方程组(i x )和 (1 2 )
,

由(1 2 )得

O< 尹十 y 苦 = (ZD 一拼)K / D ( O
,

矛盾
。

由定理 2 ,

得到与(i 11) 类似的续靛仑
.

( v ) n = 2
,

0< 拜( D

与(i i) 类似
,

、

结论相同
。

定理证毕
。

最后给出(a)
,

(b )
,

(c )三种类结构的定性图
‘

?
l!

;
|
O

图 1 (a )型结构 图 2 (句型结构 图 3 (c) 型结构

( a )型结构
,

系统最终趋于动态平衡状态
,

出现捕食者和食饵数量周期变化现象
.

( b )

型结构
,

系统最终趋于一个平衡点
,

是一种静态平衡
.

(c ) 型结构
,

系统中捕食者的出生率

小于死亡率
,

即

夕== g (拼劣
月

/ (a + 戈 x

)一 D )< 0
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一

食饵系统的全局结构

捕食者数量逐渐减少
,

最终趋于消亡
.

食饵数量达到极值点
, 分= 以 1 一刁K ) = o

,

故 x 二 K
.

此时这个捕食者
一
食饵系统被破坏

.

[ 1 」

[ 2 ]
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