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摘 要

本文用多重尺度微扰技术研究了矩形槽中浅水表面波的二次谐波共鸣现象
.

结果表 明
,

波的

包络仅与时间慢变量有关
.

作者严格地求解了波包络方程
,

并对结果进行了讨论
.

一
、

引 言

深水极限下水表面波的二次谐波共鸣现象已由 W ilt
o n ,

Si m m o n s 和 M c G ol dr ic k 作

了研究 “ ’, ‘“’, 汇3 ’.

这时仅当计及表面张力时才可能发生二次谐波共振
.

M c G ol dr ick 指出
,

W ilt on 的皱波 (r ip p les) 理论只不过是一般共振相互作用理论的一个特殊情形
.

2 9 5 4年
,

W
u Ju n 一r u ,

K e o lia n 和 R u d n ie k 在实验室首先发现 T 非 传 播 水 表 面 孤

波“ ’,

并在实验上做了进一步的研究
‘“’.

他们发现
,

矩形槽静态
、

液面深度d 的控制是产生非

传播表面孤波的关键
.

当d小于某一临界值d 爷
时

,

孤波不再出现
.

在 L ar
r
az

a ,

P u tt“r m a n

和 M il e s 的理论中对这一现象进行 了解释
‘”’, ‘”

.

但在 d 较小时
,

理论中所采用的微扰方法

失效
.

事实上
,

在浅水情形下
,

由于系统的频率与波长之间的色散关系变弱
,

以至没有足够

的色散与非线性效应相平衡
,

因此孤波将不会产生
.

但若深度 d 较小
,

表面张力可忽略时
,

色散关系扩 ~ g 儿ta n h寿d 、 g d护 伪一 二/b
,

b 为槽的 宽 度 )
,

由于 非 线 性 效 应
,

频 率 为 。

一斌 洲 k的谐波将与频率为2。的谐波相互藕合而发生二次谐波共振
.

本文的目的
,

是利用

多重尺度微扰技术分析浅水情形下这一有趣的现象
.

二
、

基 本 方 程

在一长为L
,

宽为b的矩形槽内注入深度为 d( b
,

d 《L) 的液体
.

引进直角坐标系
,

其x
,

夕, z 轴分别平行于槽的长
、

宽
、

高方向
,

并设流体静止时的界面为
之一 。平面

.

用价(x
,

夕
,

z) 表

示流体无旋运动的速度势
,

省(二
,

夕
,

t) 表示当扰动存在时流体表面的位移
,

则功
,

雪满足下列方

程及边界条件

V
Z

砂一 0 一 d《
:
《君(x

,

,
,

一) (2
.

1 )

.

国家自然科学基金资助的课题
.
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功
,
一O

娇
:

一 O

夕~ 0
,

b

之- 一 d

君
,
+ 人占

:

+ 人占
, 二人

g : 十 ,
。
、

音
(、, ) 2一 。 }

一“一 “
’

‘,

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

其中g 为重力加速度
,

下标表示对该变量求偏导数
,

V 一 (a/ 口凡

将 (2
.

4)
,

(2
.

5) 在 z 一 O处作 T a y lar 展开至三级项
,

得

:
。
一功

:

+ 功
:

雪
,

+ 功
, 占, 一功

: :

占+ 功
, :

:君
:

+ 功
, :

:占, 一三功
: : :

君
“

了

“
了 ‘, ‘ ’ 了 r , , r “ “

” “
一“ ‘ ’

一
‘ ’

一
‘ ,

Z
r

一
“ ’

口/ a ,
,

a/ 口
: )

.

(2
.

6 )

功
‘
+ 。: +

一

三
一

(v功)
“
+ 价

‘: : + 喜(v功) :古+ 鲁功
: : :

: : ! 。

“
‘

(2
.

7 )

按 W
u
等人

〔‘’的实验
,

我们研究在y方向作高频运动
,

在二方向为必川
’
所调制的弱非线

性水表面波
.

引入多重变量X ‘一扩x ,

T ‘= 。‘t
,

‘一 1 ,

2, 3
,

⋯

a�毋兮则
a 口

.

口
_

,

日 口

而
一

”而
一

十 ￡

砍了十
“.

砍
二
+

’ ‘

”
一

价
口

+ 召 5 , 一 十己“

口1 1

a
‘内” , 十

· , ‘

0 1 一

设功
,

雪的渐近展开式为

功=
。
价“

’+ 。2
功
‘2 ) + ⋯

雪二咭 ( ’) + 扩梦
“) + ⋯

其中 : 为小参数
,

表示波振幅相对大小的量级
.

将以上展式代入 (2
.

1) ~ (2
.

5)
,

比较
。 的幂次

,

有

( 2
.

8 )

( 2
.

9 )

可得到各级近似方程
.

对 (2
.

1) ~ (2
.

3)
,

/ 口2

饭 , ,

十
\ 口X

-

功二
‘’一 0

功沪~ o

纂
2 +

篇
2 一

)“
‘’一““ ’

一 d《 z《占

之~ 一 d

夕= 0
,
b

(2
.

10 )

( 2
.

1 1)

( 2
.

1 2 )

二 l
,

2
, 3

,

⋯
,

其中

a ( 1 ) = 0

a ( 2 ) = 一
。

益
,
,

( ! )

( 2
.

1 3 )

( 2
.

1 4)

.

⋯
, . . . . . . . . . .

⋯⋯

.

功
砂�之口
1

卜‘a

对 ( 2
.

6 ) 有

口

at

口
( : 。二

右
(‘’一 二刀“

, : = 0 ; ‘一 l
,

2
,
3

, ‘

二

。 。 、

「 口
、 ‘ , 、

.

P“
少

- 一 1 5 币 弓
‘
夕十

L 口1 1

口功
‘” 口占(

, ) .

, 宁
O X

口功“
’a君“)

口x 口夕 口y
一君“ )

口
么

功
( , ’ -

口2 2

( 2
.

15 )

( 2
.

1 6 )

( 2
.

1 7 )

对 ( 2
.

7) 有

口

at 必
“ , + 滋

( ‘, ~ , “ , z = 0 , f一 1
,

2 , 3
,

⋯ ( 2
.

1 8 )
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森
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,占2
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从方程 (2

口

口Z

在方程 (2

.

15 )
,

(2
.

17 )中消去 雪“
’
可得

护尹i
�

g
踌
“’+

l ( ‘,

甲
“ ’ /

一
_ 丫‘

甘

一刀“
’ z 一 0 ; 泣= l , 2

,

3
,

⋯ ( 2
.

2 0 )

.

10 ) ~ ( 2
.

2 0 ) 中令 f一 1
,

、J
.、.、产.尹、,刀,1孟,�勺公Jq,曰勺自,曰‘口

.

⋯
O‘,“,曰口山

几了、甘矛、了.、了t
、(器

一

+

杀
+

器》
( ”一 0

得一级近似方程

一d ( z ( 舀

功盆
, ’= o

诱(fl
’一 0

晶,
( ! ) +

含界
“

’) 一”

z = 一d

, = 0
,

b

Z 一 0

不难解得

、产、.了�知九O,曰,‘

:
,
‘】少一 ,

厂1 , 。) +

〔,
‘1 , ! ) 。0 5“。

e o sh掩(之 + d )
e o s h几d

e x p〔‘曰 ,」+ 二 c
.

〕 ( 2

舀( 立’= [功( ‘,
”e o s九ve x P〔io t ] + c

.

c
.

( 2

。2
二 g k t a n hkd k = 二/ b ( 2

.

2 7 )

其中
c

.

c
.

代表相应的复共辘
,

从 (2
.

2 7) 式可见
,

当树较小时
,

系统的色散较弱
,

文献

〔6] 中 所采用的微扰展开失效
.

由于没有足够的色散
,

表面将不能形成孤波
.

但是由于非线

性效应
,

与 (0
,

1) 模具有相同速度的模式将相互藕合
,

二次谐波共振发生
.

这一 现 象 已 为

L a r r a z a 和 p o t t e r m a n
所注意到

.

所以当kd 较小时
,

必须取

,
‘1 ) 一 ,

( ! , 。) +

〔
“

‘” )

一“。
e o sh壳(之 + d )

e o s hkd
e x P[‘。t〕

、声、.尸n石OUO‘,曰

:
+ 砂

( ” ”e o s Zkv
e o shZ寿(之 + d )

e o sh Zkd

e x p : ‘。 ,〕+ 。
.

c
.

〕 ( 2

占( 扔一 _

在小振幅近似下
,

函数
。

I口

g
[功

‘”” e o sk夕e x p [‘。t ] + 功
(” 名’e o sZk g e x p [ 2‘。t J+ e

.

e
.

( 2

少
” ‘’(f = 0

,

1
,

2) 均为常数
.

对弱非线性有限振幅波
,

它们均是X ‘,

T ‘

的

在方程 (2
.

10 ) ~ (2
.

20 ) 中令‘= 2 ,

得到二级近似方程

、尹、.声、.声n甘IA9曰,JqJOJ

⋯
0自心自,自才t

.
了t

,户‘、

(券
+

毒
+

一

器》
( 2 )

一
‘)

一 d ( z ( 占

价二
2 , = 0

功梦= 0

之= 一 d

夕= 0
, b

晶,
( : ) +

音斋
,

( : ) 一

公、
’一”(1) Z 二 0 ( 2

.

3 3 )

经过详细计算
,

方程 (2
.

3 3) 化为
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长期项 ( 2
.

3 4 )

为了使解中不出现长期项
,

必有

。

孚
i

‘
( ’, ’)

一 髻
,
一

,
( 1 , 么)

弄、,
( ! , 2 )

一髻
一

,
2 (’, : )

( 2
.

3 5 )

( 2
.

36 )

由此可见
,

波包络少
‘,
” ,

少
‘, 2 ,
仅与时间慢变量T

:
有关

.

方程 (2
.

3 5 )
,

(2
.

3 6) 是一般二次谐

波共鸣方程在口/a X
:
= O下的特殊情形

‘8 ’。

三
、

方 程 的 解

令功
‘川 , 二 A

; e x p [‘0 : 〕
,

功
‘”忍, = A

Ze x p [ 18 : ]
,
A : ,

A Z , 8 ; ,
8
2

均为实的慢变函数
,

记T : ==

T ,

方程 ( 2
.

3 5 )
,

( 2
.

3 6 ) 可化为

d
一下而于于 “

任
.

= 一
“ I

共一A
,

A
, c o so

4
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.

1 )

芳
A Z 一
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“ , co so
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.
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( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

其中e = 8: 一 2氏为相对位相
.

将 (3
.

1) 乘以A
; ,

(3
.

2) 乘以 A Z

/ 2
,

然后两式相加
,

得到系统的

第一个守恒量

2通t + A 璧= E (3
.

5)

由此有 0《A 全( E / 2
,

0 ( 过受《 E
.

(3
.

5) 式表明
,

两个模式之间有能量交换
,

保持能 量 守

恒
。

「

将 (3
.

3) 用 (3
.

1)
‘

式除再乘以 2A
I
A

2 ,

( 3’
.

4) 式用 (3

相减
·

,

不难得到系统的第二个守恒量
。

A 受A 声 in o一L

利用 (3
.

5) 式得到 。簇尸《E 3
/ 2 7

由 ( 3
.

5 )
,

( 3
.

6 ) 式可将方程 ( 3
.

1 ) ~ ( 3
.

4 ) 化为
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,
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.
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.
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户程 (3
.

8)
,

(3
.

9) 的解可用椭圆函数表达
,

具体计算结果如下

通至= 几一 (几 一几)sn ,

[三 , 寿〕 (3
.

1 1 )

通委一 2 (刀
:
+ 刀

2
) + 2 (刀

,
一刀

2 )sn 〔三 , 儿〕 (3
.

1 2 )

其中刀
, ,

几
,

几为方程 E 扩一 2砂一刀一 o 的三个根
.

由笛卡儿符号法则知
,

方程有两个正根

和一个负根
,

且刀
‘+ 刀

:
+ 几 = E / 2

。

其中已设几> 热> 刀
, ,

刀
:

< 0
.

梦
日声 么口厄

斌夕i‘刀
; (7’一 T 。)

snl g
;
鑫〕为 Jo co bi 椭圆函数

,

鑫= 犷压二万牙/澎万i不刀)为椭圆函数的模
.

利用 (3
.

1 1)
,

(3
.

1 2 )不难得到

0 : (T )一e , (T
。

)二一压砂
L ~

_

_
落又瓦二瓦rll L二 亡: ]

。
』

_
_

_ _
.

‘

L _
_

_
口, (I , 一“, (1 , ) = 一帝汗百刀万

~

丽不不了
II L己 , 亡, J

(3
.

13 )

(3
.

1 4 )

其中。
: = (刀

: 一几)/几
, 亡: 二(Pa 一几)/ (八 + 夕

: ) , H [ 。, c ]为第三种不完全 L e g e n d r e
积分

,

定义为
‘. ’

,
, ,

f’ 如
1 1 1材 ; C J= 甩 了二

~

飞-

- 一

J 0 1 十C S n 一肠

由 (3
.

1 1) ~ (3
.

1 4) 可见
,

矩形槽浅水表面波发生二次谐波共振时
,

相均是周期函数
,

表面波由下式给出

(3
.

15 )

波包络的振幅及位

夕1 )一夸
{〔、一 (几一几)sn :

〔曰
;
‘〕,‘c 。

·
‘一p 〔“。‘+ ”!‘T , , , 士〔”‘“

1 + ”
: ,

+ 2 (刀
3一几)sn : [曰

;
左〕]蚤

。0 5 2甸
ex p [2 1(。t + e: (T ) )

.

1 + 。
.

e
.

} (3
.

1 6 )

其中夕
:

(T )
,

0
2

(T )由(3
.

1 3 )
,

(3
.

2 4 )给出
.

不难得到方程 (3
.

5 )
,

(3
.

多)的相空间图如图 1 和

图2
。

漂
二 蕊丝
d T E

一

漂

图 2

在图 1 中
,

最外边的轨道相应于 L ~ 。
.

此时相对位相 0~ 。
,

d0
,
/ d T 一 0

,

d o扩d T 一0,

没有位相调制
.

振幅的调制退化为双曲 函 数
,

A : = 斌万了厄
s ec r (kZ

/ 4) 斌万(T 一T
。

)
,

A : =

士斌万 ta n h (k丫4) 材万 (T 一T O)
,

调制周期为无穷大 , 最内的轨道为一点
,

即ZA 全/ E 一 2邝
,

(k
一

叼/d T) (2 川 /E )一。
,

相应于 乙一 (E
,

/ 27 )气 此时相对位相为士二/2
.

振幅调制退化为A :

= 斌万形= 士A : ,
0 : (T )二 干(k ,

/ 4)A
: T

,

e : (T )三干 (k恶/ 2 )A : T (已取犷= T
. ,

e: (T 。) = 0 : (T . )

= 0)
,

其解为三角函数 , 中间的轨道对应于0 < 分< E
Z

/ 2 7
,

此时振幅与位相均受到调制
,

其

解为椭圆函数
.
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四
、

几 点 结 论

综合上述
,

关子矩形槽浅水表面波的二次谐波共鸣
,

我们有以下几点结论
:

1
.

矩形槽浅水表面波当表面张力可忽略时
,

系统内可能发生二次谐波共鸣
,

这与无限

深水表面波的情形不同
,

后者仅当计入表面张力时才有可能
.

么 矩形槽浅水表面波发生二次谐波共鸣时
,

波的包络仅与时间慢变量有关
,

其包络方

程可严格地解出
。

3
.

在一般情况卞
,

波包络的解为椭圆函数
.

在两种极限情形
,

即百一。或0 二 士二 / 2时
,

退化为双曲函数和三角函数
.

这依赖于实验中的初值条件
.

关于流体粘性的考虑与参数共振的情况
,

是一个值得进一步探讨的问题
·

[ 1 ]

[ 2 」
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