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摘 要

本文应用微分方程的定性方法
,

给出具有间隙动力系统产生自激振动的一个充分条件
.

一
、

RlJ 舀

在工程中
,

有不少工作部件
,

除受弹性恢复力以及摩擦阻力外
,

在连接或支承处还不可

避免地出现间隙
。

当这些间隙很小时
,

略去不计是可以的
,

但当间隙较大时
,

实践证 明
,

它

将是部件在运转过程 中产生自激振动的一个重要因素
,

而且这种自激振动 有时相当强烈
,

以

致造成部件的损坏
.

例如
,

轧钢厂轧钢机的轧辊就经常会出现这种情况
。

在此情况下
,

间隙

就不能再略去不计而必需加以考虑
.

这种将间隙考虑在内的动力系统
,

我们称为具有间隙的

动力系统
.

如上所述
,

对于这种具有间隙动力系统自激振动的研究
,

有着重要的实际 意 义
.

工程中具有间隙动力系统的一般方程为

岔
一。

,

佘一
g (X , + ‘(y ,

(1
.

1 )

其中g( 劝和f( 妇 分别是二和夕的连续奇函数 (这是工程中动力系统的一般特点 )
.

g( 劝 的具体

表达式为

!
、It

一一
‘

、产

X
了气

,

g

这里二表位移
, , 表速度

,

的解存在
、

唯一

g (戈一 e ) (戈> e )

0 (lx {(
e ) (1

.

2 )

g (x + e ) (% < 一召)
e > O表间隙宽度

.

若叭 x) 和f( 妇满足 Li p s o h it: 条件
,

则方程 (1
.

1)

这里要指出 (1
.

1) 不像一般的 Li
e

na rd 方程那样由单一的方程组成
〔‘’“’,

( 1
.

1) 实际上是

由三组不同的方程 (分别对应于 劣< 一 e ,

}xl (
e 与二> e) 组成

,

这是具有间隙动力系统的一

个基本特点
.

此外它的平衡位置不是一个孤立的点 (0
,

0)
,

对于(1
.

1) 而言
,

在线段 {川(
e ,

, 一 0上处处是奇点
。

因此
,

(1
.

1) 实质上是一种特殊的方程
,

所以
,

对它的极限环问题 也就

需要另作研究
.

本文给出动力系统(1
.

1) 产生自激振动的一个充分条件
,

而且这种自激振动是唯
一的

。

就

数学上来说
,

即 (1
.

1) 存在唯一稳定的极限环
。
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定理 若 g( 劝 和f (妇满足下列条件
:

i
’

f勿)是区间 (一。
,

+ 、 )内的连续奇 函 数 ;
f
‘
(, )存在

;
f(o ) ~ 0 ;

f
‘
(0 )二 a > o ;

方程f(妇 ~ O有唯一的正实根
a ; 当夕> a 时

,

f’ (妇 < O ; h m f (y ) = 一 co
。

至于f( 妇 在轴 , < 0

梦- 》 + 。。

部分的性质
,

可 由f( 功 是奇函数而推得
.

2
O

g( 劝 是区间(一二
,

+ 二 )内的连续奇函数 ; 当 }川 > e 时
,

了 (劝 > 0
.

3
。

任给
。> o

,

存在 占> o (占= 占(M
, : ) )

,

当 x ) e + j时
,

有夕(x 一 e )> M + 。 .

这里M =

m a x
f (夕)> 0

.

0 ( 材 ( a

则方程(1
.

1) 有唯一稳定的极限环
.

下面我们将利用Poi nc ar 己一Be
n di xs on 环域定理证明方程 (1

.

1) 存在稳定的极限环
,

然后

再利用可微分函数的线积分证明极限环唯一
。

为此
,

我们先研究弹性势能G (劝
.

1
.

当义) e 时
,

令

G (二一 )一

{:
。(二一)d x

则当二 = e 时有‘(0) = O ,

并且当二 >
e 时有 G (二一 e) > 仍 此外

,

由条件3
。

知
,

当 x 》 e + d时
,

{:
、 。 。‘/ 一)d / >

{:
+ 。

(M + ·)、/ 一 (、 + ·, (X 一 。一。)

G ‘! 一)一

}:
“ 。(二一 )d / +

{:
十 。。(/ 一)d ! 一 G (“)+

{:
十 。 。(X

一 )d X

所以 当二、 十 。时
,

G (二一 e) , 十。
.

2
.

当%( 一 e 时
,

令

G (% + · )一

!{
。

。(/ + · )d /

同样有
二= 一 e 时G (0) 一 0 ; 二< 一即寸G (二十 e) > 叭 当x 、一二时

,

G (二 + e) 、 + 、
.

二
、

存 在 性

(i) 环域的内境界线由下列线段组成 (图1)
:

1
.

直线段1
1 : 夕二K (0 < K < a ,

}川 ( e)

由于在l
,

上各点处 d对dt l
‘,

.

: 。二f(妇 > o
,

所 以轨线 l
,

的走向是由里向外的
.

2
.

曲线段1
2 :

G (二一 e )+ , 么/ 2 二 K
Z

/ 2 (x 》 e )

3
.

直线段几
:

夕= 一K (}川 ( e)

由于在1
3

上各点处d y / dt l
l

.
, ) = f(y )< 。

,

所 以轨线 l
。

的走向是由里向外的
.

4
.

曲线段1
4 :

G (二 + e) + 犷/ 2 = K
“

/ 2 (x 成 一e)

由于dl
:

/ dt }‘
,

.

, ) = dl
4

/ dt }
(,

.
, ; 一夕f(妇 ) O (等号仅在夕= o处成立 )

,

所以在1
2

和 l
、

上各点

处轨线的走向是由里向外的
.

设 区 域 R 是 由 下列线段所围成
:

夕二 士a (}川 ( e) ; G (:: 一 e) + 犷/ 2 一梦/ 2 (戈> e) ;

G (二十 。 )+ 夕甲2 二扩/ 2 (戈( 一 。 )
.

则方程 (1
.

1 )的极限环应位于R 的外边
.

(i i) 环域的外境界线由下列线段组成 (图1 )
:

1
.

在直线
x = e + d上取点A (二

,
= e + d

,

如 > o充分大 )
.
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月

尸口 . 、
、

过点且作曲线 段 几
,
二 F月

:

1
。 ,

.

。 、
.

1
。 , 。 , 一

C 劣十 。 g
-

一 c 气e 十 ()) 十 n 夕二 又{% }气 e 十 O ,

g夕 U )
乙 乙

(2
.

1 )

c >
孟

耳彭

b
e + d

“一
艾

2 + ‘M +

』/
2 , a “

(2
.

2 )

(久
1 )

二一 C < o

夕

所 以在只
,

上有y ) 夕注 .

(1
.

1) 轨线的斜率为

_ 一 g (‘) + f (夕)U�戈dd

由 ( 1
.

2 )及条件2
’

可知
,

对于几
,

充分大时有

夕

上各点
,

有 】夕(
二 ) 】( 夕( 占)

.

又因 li m f (夕) = 一。
,

所以 当 夕,

刀 ) + C砍

一 g (二 ) + j (夕) < 一 e

成立
,

从而在之
,

上各点处有

凯
,

.
1 ) <

飘
Al) < 0

此外
,

d刁 dt }
‘,

.
, 。二y> o

,

所以 在几
,

上各点处 ( 1
.

1) 的轨线是由外向里的
.

设几
,

与直线x 二 一 (e + 句的交点为F
,

则有

夕异/ 2 二 Z c ( e + 占) + 夕三/ 2 > b + 刀二/ 2 ( 2
.

3 )
沪

尸口, 、

2
.

过点A 作曲 线段 几
2
二 A B

:

G (二一 e ) + 夕2

/ 2 二G ( j ) + 夕三/ 2 ( x ) e + d
,

夕> a ) ( 2
.

4 )

由于 d几
:

/ dt }
、,

.
, 。二夕f (夕) ( 0 (等号仅在夕二

a
处成立 )

,

所 以在 几
2
上各点处轨线的走向是
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由外向里的
.

设几
:

与直线材二
a 的交点为B

,

则有

G (二 , 一 e )十 。
丫2 二G (占) 十夕三/ 2 (2

.

5 )
产

尸口. 、

3
.

过点B 作曲线段几
3
= B C

:

2
a

,土,曰~
、

/
, ,

.

巴 \
, 。 、

.

1
,

。
, _ _ 、

/
、, . ￡ 、

,

1 _ 叉 、 ,

行 (劣一 e )一 t zVI + n lL劣一 e 一 o ) 十
n g

一

= 廿吓一
‘ ) 一、

止以 十
。 ) 、汤 刀一

‘
一 。 , 个

、 乙 / 石 、 ‘ ,

(0( 夕簇 a ) (2
.

6 )

由条件 3
.

可知
,

当二》 e 十占时
,

有

G(
二

一卜(M
十

号)
‘“一 “ 一旬 >

补
“一“ 一“,

所以 当二。 + 冈时
,

G (x 一e) 一 (M + 叮2) (二一 e 一旬 , + 00
.

由于 d久
3

/ dt !
(:

.
, )二试一M 一叮2 + f (功〕簇 0( 等号仅在夕= 0处成立 )

,

所以在 浇
。

上各点处

轨线的走向是由外向里的
.

设元
:

与直线刀= 0的交点为C
,

则有
f

G ‘二一
。

, 一

(M
一

卜

孟)
(二·

一
占)一 G ‘二一

。

卜(M
+

最)
‘二·

一
肖, + l a :

(2
.

7 )

因为曲线几
3

的斜率为

M + (e / 2 )一 g (二一 e )

g
、,声

3

‘

月�‘产
、

口�劣dd

由条件3
’

可知
,

当。< 。< 。
时有d y / d川仇 ) < 0, 所以翔 < xc

·

洲产 . , 、

4
.

过点C作曲线段之
‘
二 CD :

‘(二一 e ) + (M + 。) (二一 e 一 占) + 夕
,

/ 2 二G ( x 。一 e )

+ (M + 。) (劣口一 e 一 d ) ( 一 a ( y ( 0 )

由于 d之
4

/ d ‘}。
1 一 , 一”〔M + “+ f ( y ) 」

,

由条件 ‘
。

可知
,

毋{了
《

/ (
y )
一M

,

( 2
.

8 )

同 时 沿 之
‘

有

y< o
,

故得d 礼/ dt ,
、,

. 1。( 0( 等号仅在夕二 0处成立 )
,

所 以在 几
‘

上各点处轨线的走向是由外向

里的
。

设之
‘

与直线g 二 一 a 的交点为D
,

则有

G (二。一 e ) + (M + e ) ( x
。
一 e 一 d ) + a Z

/ 2 二 G (二。一 e ) + (M + 。) ( 二。一 e 一 占) ( 2
.

9 )

因为曲线几
‘

的斜率为

d g { M + 。+ g ( 戈一 e )

面 }闹 = 一 一
一犷

-

当一 a < ”< ”时“盯叙 !(彻) > 牡之于以“< “
·

5
.

过点D 作曲线段 几一 D E :

G ( 二一 e ) + 夕
2

/ 2 == G (劣。一 e ) + a 么
/ 2 (二》 e + 占

, 夕( 一 a ) ( 2
.

1 0 )

由于 d几
。

/ dt ,
、,

. : , = 夕f ( y) ( 0( 等号仅在 y 二一 a
处成立 )

,

所以在 几。 上各点处轨线的走向

是由外向里的
。

设兄
。

与直线劣二 e + j的交点为E ,

则有

此/ 2 =
a Z

/ 2 一 G (占) + G ( x 。一 e ) ( 2
.

1 1 )

由 ( 2
.

7 ) 式G (二 。一 。) 一G (二 , 一 e ) = (M + 。/ 2 ) ( x 。一 x , ) + a Z

/ 2
,

又因为 G (二口一 e ) 一 G ( x o

一 e ) > (M + e ) ( x 。一、 , )
,

所以
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亦即

故

(M + 。) (二。一二 , ) < (M + :
/ 2 ) (二

。一二 。
) + a 乞

/ 2

呈
(X

一
) <
;
一

0 < 叉。一劣 。< a “
/
:

由(2
.

9 )式G (劣。一 e )一 G (戈。一 仑) + (M + 。) (二。一 二。) = a Z

/ 2又 因为

G (二。一 e )一 G (%
。
一 e )> (M + 。)(二。一 % 刀

)
,

所以

2 (M + 。) (, 。一二。)< a Z

/ 2

0 < 二。一劣。< a Z

/ 4(M + 。)

由(2
.

1 1 )
,

(2
.

9 )
,

(2
.

7 )
,

(2
.

5 )和 (2
.

2 )可以推出

1
.

1
, . , , ,

. 、 , 、 .

/
, ,

.

￡ \
,

支姑 = 二此 十 (M + 。)(x
。
一 x 。

)十《M 十 三1(, 。一 二 , )
2 “ 。 2 口 月

‘

、 ‘ 、 - -

一
‘

’

、一
’

2 ,
“ 一 ’

“

(2
.

1 2 )

故 (2
.

1 3 )

<
扣

+

; aa+
‘几‘

+:/
2 ’“

2
一

扣
十。

(2
.

14 )

结合(2
.

3 )不「!(2
.

1 4 )得到

I夕
:

!< 夕, (2
.

25 )

6
.

在直线二 = 。 + 乏仁取点 F
‘ ,

使夕
, ‘
二一 夕

; ,

则点 F ‘
位于点E 的下方

.

由于在线段 E F
‘

上有d x / dt f
( ,

.
, )二夕< o ,

所 以在E F
产

上各点处轨线的走向是 自右向左的穿过E F
‘ .

这样
,

我们就构造出外境界线的一半瓦菇砚元户
/

.

由于 (1
.

1) 的方向场是对原点对称

的
,

所以外境界线的另一半2石牙面石百若,
一

F 可由瓦而瓦石声i句原点作对称映射而得 到
.

由于环域内无方程 (1
.

1) 的奇点
,

由Poi nc ar ‘一
B e n d ixs on 环域定理可知在环域 内至少有

方程 (1
.

1) 的一个稳定极限环
.

三
、

唯 一 性

由存在性的证 明
,

我们知道在环域 内至少有一个稳定的极限环
,

因此只需要再证明在环

域内只有一个极限环就行了
.

假如在环域 内有两个极限环r
,

和厂
: ,

且厂
,

c 厂
2

(如图 2 所示 )
,

我们要证明这是不可能的
.

图中线段A , A 孟// B
J
B二// C

I
C二// D

,
D 二// O 夕

.

引入定正可微分函数
:

久(戈
,

妇 二G (幼 十犷/ 2 (3
.

1 )

其 中

点
,

G (x 一 e )

0

G (x + e )

由于几(x
,

夕) 在厂
,

和厂
2

故由G r ee n
公式可得

(劣> e )

(jx ,(
e ) (3

.

2 )

(戈< 一 e )

所围成的环域内无 奇

.rJ、..‘

一一
、.产

劣G

手
几“‘一

手
二:

d“
(3

.

3 )

下面我们来具体地计算币
_ d ; 和币

_ 、;
.

J 1 1 J 1 2

由于方程 (1
.

1 )的方向场是对原点对称的
,

所以厂
: 和r ;

也是对原点对称的
,

同时几(二
,

功
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也是对原点对称的
,

故有

d之二 2 尸碑. 、

月 i B i

d之二 2 尸户. 、
.

A Z A共

“之十

{念
“几

}
d“十

}乳
d之

,

+

!示
d“+

{众
d几

]

产
‘

恤

l
�r‘‘,,,
�

尸leeseL尸..
I
.J

爪丫
�

小丫

此外沿厂
,

与厂
:
有

内dt
.

几g口口“一 言立dx
十

且;
一

“一

嘿 佘
+

)
d ‘

尸
(“)介

= yf ( 夕) d t = 嘴 yj (夕) 、
‘ .

t 一 g (劝 + f (夕)
“ “

( 3
.

4 )

1
.

在 A
Z
A 二和 B ; B

Z

上
,

f (妇 ( 0( 等号仅在A
Z
和几处成立 )

,

并且d 二> 0
,

所以

{众
d几一

!众““, “· < ”
,

}示
“几一

}示““, “· < 0
( 3

.

5 )

2
·

L匕较
J众

““‘口

!矶
“之

设 点 尸
l
〔A

,

几
,

点 尸正A 共B 二
,

且‘尸,
= ‘尸2 ,

则 有。尸:

> 。p
;

》“ (等号仅 在 A
、

和 几处成

立 ), 因为当夕》
“时

,

f
‘ (妇 < 0

,

故f( yPl ) > f( 。尸 :
), 由此知

}命
““一

{摘“ , , “X >
{扁

“。 , d一{扁
““

( 3
.

6 )

3
·

卜匕较
{忿

d“不。

{众
d“

z
尸. . 、

, J

产户. 、

前已指出
,

沿B
I
C

,

与B
ZC Z

有

d 之

尸口. 、,

(参看 ( 3
.

4 ) )

夕f (夕)
一 一夕( x ) + f ( g )

d 夕

尸产. \

设点 P
、
〔B

、
C

, ,

点 尸
2
〔B

ZC Z ,

且 。尸,
二。p

Z ,

则有‘尸,

< x 尸2 ,

由条件 2
’

知
,

当 ‘> “时
,

g ‘ ( x 一 e ) > o
,

所以 g ( x 尸,

) < a ( x 尸2 )
,

从而

卜 g ( x ) + f ( g )〕猫一
; , , , 二 , , , , < 卜

g ( x ) + j( “) 」扮
二 · p : , , 二 , , : ) ( 3

·

7 )

尸口. 、
叭 尸声 . 、

又因沿B
,
C

,

与B
Z
C

Z

有 !夕}(
a ,

故夕f勿)》 o (等号仅在夕= o与 !夕}=
a
处成立 )

,

同时 d 夕< o
,

所

以

{一J 方 I C i

d几二 {一J B IC i

yf ( 夕)
一 g ( 二) + f (夕)

d。>
{露

夕f (夕)
一 g (二 ) + f (夕)

d , 一

{众
d“ ‘3

·

‘,

由不等式 ( 3
.

5 )
、

( 3
.

6 )和 ( 3
.

5 ) 知

手
几d“>

手
,
一 Z
d “

( 3
.

9 )

如此
,

我们得到了与等式 ( 3
.

3) 相矛盾的结论
。

这一矛盾表明在环域内不存在两个不同 的 极

限环
,

亦即方程 ( 1
.

1) 有唯一的极限环
,

从而它也是稳定的
.

定理证毕
.

例1

金
d y

_ , _ . 、 . _ 二 D
‘

3

J ‘

~ 一甘 、汤才个 “ y 一尸甘
U 奋

( 3
.

1 0 )



具有间隙动力系统的自激振动

这里 。么

(戈一 e )

0

曰 2

(% + e )

(戈> e )

(}x }(
e ) (e > 0 )

(x < 一 e )

r.J、
.

1
.、

一一戈
声奋、

g

其中a > O
,

刀> O
,

则存在唯一稳定的极限环
。

例 2

佘
一。

, 一

窃一
。
、 十 , ‘。

(3
.

1 1 )

这里

“‘“, 一

{
“·, 一

{

。2 (戈一 e ) + b (戈一 e )
3

0

口2

(戈 + e ) + b (戈 + e )
“

a y一内
2

(夕> 0 )

0 (y = 0 )

a夕+ 如
2

(g < 0 )

(x > e )

(】x 】《
e ) (e > 0 )

(x < 一 e )

并且a > 0
,

刀> 0
,

例3

享
一 。

b> 0
,

d g

d t

则存在唯一稳定的极限环
.

= 一 g (x ) + f (g ) (3
.

1 2 )

这里

g (戈) =

。 2

(x 一。)

[
‘-

0

。 艺(, + 。)

〔
‘-

1

1 + (戈一 e )
“

f (梦)二

。(a 一刀。手)

0

。(a + 刀。十)

1

1 + (x + e )
“

(g ) 0 )

(夕= 0 )

(y< 0 )

(x > e )

( !二 }(
e ) (e > 0 )

(戈 < 一 e )

其中a > 0
,

刀> 0
。

可以验证 g( 劝 与 j( 妇满足定理的条件1
“

唯一稳定的极限环
.

若将定理条件 1
’

中的 f
尸(0) 二a > 。改 为 f

‘

(0) = a 》 o ,

适用范围可扩大一些
。

2
’ ,

3
. ,

所以方程(3
.

1 2 )存在

定理的结论仍成立
,

这时定理的

例 ;
空

二 。
,

空一
。(二) + 。

us/
3
一内

’

U ‘ “ ‘

(3
.

1 3 )

这里 ! 。
2 (‘一 “ ) + b(x 一 e ) 3

g (x )“
{
”

L 。 艺

(戈 + e ) + b(x + e )
吕

(劣> e )

( !二}(
e ) (e > 0 )

(劣< 一 e )

其中
a > O

,

刀> O
,

b> 0
。

则方程(3
.

13 )存在唯一稳定的极限环
.
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