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摘 要

本文的解析对象为含有一与主轴呈任意角度直线状裂纹的无限大正交异性板的平面 问 题
.

采

用加权积分法导出了能够表现裂纹尖端附近有限应力集中特征的应力函数
.

这样的计算模型 消 除

了裂纹尖端的奇异性
,

可以比较真实地反映非金属材料微裂区的力学行为
.

一
、

目U 舀

二十多年来
,

岩石
、

混凝土等非金属材料的断裂力学得到了发展
.

K a pla n
首先把断裂

力学引入了混凝土的断裂研究
,

并进行了断裂韧度试验
〔‘’.

国内外大量研究表 明
,

混凝土等

非金属材料与金属材料在断裂特性方面有很大的不同
‘“一 ‘。’.

混凝土材料断裂韧度测 试 中 的

尺寸效应问题给断裂分析带来了极大的困难
,

目前解释尚不一致
.

由于混凝土材料本身的力

学特性
,

在裂纹尖端附近存在一微裂纹区
,

其应力应变场并不表现为奇异性
.

七十年代后期
,

H ill
e r bor g ,

Pe te rs s o n
等根据在拉伸荷载作用下混凝土的应变软化 特

性
,

建立了全应力
一

应变关系
,

提出了虚裂纹模型 (F CM )并对之进行了研究
〔“ ,

“ ’.

这个模型

是将裂纹尖端存在的微裂区用一个能够传递应力的假想裂纹来代替
,

当裂纹开口 时其裂纹尖

端的应力不马上变为零
,

而是随着裂纹宽度的增加而减小
; 当虚裂纹尖端的应力达到拉伸极

限时裂纹才扩展
.

它是B
一

D 模型
〔‘“ , ‘“〕的继承和发展

.

R e in har dt 提出了用幂函数来表 示 虚

裂区的应力分布
〔‘今 , ‘“’.

作者曾用加权积分法导出了反映含有直线状裂纹的各向同性板和含有圆形状裂纹的三维

问题的裂纹尖端 附近有限应力集 中的应力函数和位移函数
t’” ,

” ’.

本文进一步把这一手 法 应

用于含有直线状裂纹的正交异性板的平面问题
.

二
、

相 容 方 程

如图 1 所示
,

为一 以二
,

, 轴为主轴的无限大正交异性板
; 在中心有一 长为2a 的穿透裂纹

,

其裂纹轴线 心与
二
轴构成的角度。 任意

;
在裂纹面和无限远处作用有均匀的拉 (压 )力和剪力

.
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图 1 正交异性板中的 工
、

亚型裂纹

首先定义如下的参数
:

B
:

= 凡B
,

B
,
= 凡 B 为主轴断面的刚度

; #
: ,

拼, 为泊松比
,

风/ 刀
二

= 脚 /刀
, = “/风 G

二 , 为

剪切刚度
; 、 为 反映扭转刚度的常 数

,

2 “= 斌 B
:

B犷(l/ G
, ,
一 2召/ B )

.

可以导出位移
u , 。 ,

应力函数功(
二 ,

妇 和应变。 : ,

a
:

a , 口口 几
= B

:

一内 B ; , “,
= 。。 = 瓦

忍夕,

仃
,

B
:

,
二 ,

之间具有如下关系

日红
己‘ = 一拼

:

下
z 犷
= ‘一 +

o 夕

a u _ 几
,

(2
.

1 )
a 戈 一 G ”

a ,
一

_

且笋
,

‘
,

一
口“协
口义口夕 (2

.

2 )

彻叙哪时

a
.

=

最终可以导出相容方程为
〔’“’

。
二

:絮
一

+ 2 ·斌 B
·

B
!

口‘功
d劣

么
d 夕

2

+ “,

:梦
_ 。

(2
.

3 )

三
、

坐 标 变 换

首先把
x , 夕坐标由参数几

,

刀
;

变换为X
,

Y 坐标
,

即

X == 二/刀
二 ,

Y = 彗/刀
,

(3
.

1 )

且定义
a Z
一 2 、。、 , 一 。, 。一

丫
l+ z亡

2

+ ‘

丫
1 一 衬

2 (3
.

2 )

式中i为虚数 公= 斌
一

二 i
,

则微分方程 (2
.

3) 可以表示为

(聂
+ *

、
。

导
一

)(聂
一 ‘

、 品)(
。

豁
+ ‘

、
。

委
一

)(品一
‘

、 聂)功
一。

(3
.

3 )

此微分方程的解可由复变函数Z , (]’= 1
,

2
,

3
,

4 ) {为任意可微函数 f
, (Z办 表示如下

功(Z
, ) = f

工
(Z

,
) + f

。
(Z

:

) + f
:
(2

3
)+ f

;

(2
4
)

其中
(3

.

4 )

Z
:
= 刚 a X + iy =

斌 a

刀
:

劣 +

几夕
,

Z
:
二 、/ 万尤 一 iy =

材 a

刀
, “一 几 夕
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2
3
= 斌 a y + 矛尤二 f材 a Z

, ,

Z
、
二斌 a y 一 iX - 一艺斌 a 2

2

但是裂纹是沿着与二轴呈。角度的方向
,

故取裂纹轴线的方 向为亡轴
,

与互轴相垂直的方向

为 , 轴
,

坐标变换如下

{ 卜 〔 }
一〔M

l

〕
{ } (3

.

5 )

产

J、t, .

IJ

式中
, c = e o s。

, s二 S in 。
·

式 (3
.

4) 所定义的函数Z
, ,

Z
:

可以转换为用坐标乙
,
刀所表示的函数

丁2
1

飞_ 「
L 艺: J L

d
1 1
一 d

z Z

d
Z ,
一 d

: 2 }
一 : M

Z

〕
{ } (3

.

6 )

r‘且L门,‘.J

式中

汽, ‘
一 刀

二 丫
1 一 、

.

.

r e
/ 1一

、
.

; 、

2 十 ’

飞刀
:

丫
一

玄
一土 刀

;

了

/ 1 + ,、
.

r :
/ 1 一

、 _ e 、

ai,
2
= 几 丫 2 十 ‘

定刀
二

丫 2 + 刀
,

士

两种坐标系之间的应力变换为

}
一 仁M

3

〕

{

}
一 仁M

4

」

{

(3
.

7 )

(3
.

8 )

l
zr

!
声

、吸t了.!几a’与几丙伽几几仙几丙伽

l
!
‘eeest

、

l
lJ、ee
..J

{)
,

}
一

〔
{轰}

一

{

c Z ‘ 2

名Z c 艺

一 S C S C

c Z 5 2

5 2 e Z

占C —占C

二万C

一 ZS C

e 艺一 s 么

一 Z S C

2名C

e Z
一‘么

四
、

w e ste r g a a rd 型应力函数

1
.

外力均匀分布的应 力函数功
。
(*

,

妇

为了表示裂纹面上和无限远处作用的均匀外力所构成的应力状态
,

功
。
(二

,

, )

功
。
(二

,

夕) = (。
3 + 10 1 )Z 呈+ (。

。+ 10 2 )Z 呈

这里的
。1

一 : 3是待定系数
,

由全体的边界条件确定
.

相应的应力表示为

定义如下 的应力函数

(4
.

1 )

{
S ‘

S
,

T ; ,

S
:

S ,

T
: ,

}
、 ‘d :

2 ‘d 委
:

一 2

)
*、:

1 ‘d ;
1

乞d
, l
d

lZ id
Z l
d

: :

武
2
+ 武

2

d {
1 十 武

,

d
工l
d

, 2 + d
2 1
d

2 2

1
。 , , :

{
“‘

1

}
一 t“以 5 」

}
“ 2

{
己3

(4
.

2 )

,
且

心�3己召召Jr!、了互
、lesesweJ

tlq�3己己忍

!
‘|.、

M一一

飞
胜,

l

{ }
一 :M

咬

: : M
6

〕

{
己1

己 , } ( 4
.

3 )

式中的S 。
,

S
。,

T 、, ,

S
: ,

S
; ,

7
’ 二 ,

是与 J 、
, J 。 , 了、。

,
口

: ,
J ; , : 二;

相对应的复数应力
.

2
.

裂纹的应 力函数功。
,

功

正交异性板平面问题裂纹的应力函数可 以参照各向同性板情况下的应力函数得到“ . ’.

这
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里A 是相当于裂纹长度的参数
。

功
, ,
(z

,

, ) = 巴〔z 斌 z
:
一 A : 一A

“
1。 (z 十 澎 z ‘一A

Z

) 〕
乙

(4
,

4 )

(Z
,

左)二 Z / 澎 Z
“
一刃

“

同时考虑裂纹面内拉 (压 ) 和剪切两种状态 (即 I
,

表述为如下的形式

(4
.

5 )

I复合型)
,

应力函数功
, (x

,

功可以

功
,

(二
,

夕) == 功
, ,

(Z
: ,

d
, 工a ) (。

‘
+ fo 6 ) + 功

, 1

(Z
: ,

d
Z , a ) (。

。
+ 10

7

)

其中气~
。、是待定系数

.

应力可 由下式求得

(4
.

6)

、.声内才
.

月皿�
.

‘
、

lleeL了Jeelwe心几几衍
一

{ r功{’l ( 2
1 ,

d
! 1“) “4

l r

} 】功价(Z
, ,

d
, , a ) 。

。

{
_

1

!}
‘盖‘2

2 ,

“
2 1·)几}

一〔“
?’

}
_ _

) L功价(Z
: ,

d
Z , a ) 。

,

J 〔

dd
:‘
.口二

dd记iddd

d ; l
d

l : id
l ,
d

l : d : ,

d
: : i d : ,

d : 2

�,l
,

,l
.
les仁

一一

、万....、

l
又凡几

!
‘、.l..t

五
、

边 界 条 件

为了确定应力函数功
。

(二
,

y) 中的待定系数
: :

~ 。3
和功

,

(x
,

功 中的待定系数‘~
。: ,

现在来考

虑边界条件

l) 裂纹面上 丙二氏
,

介 , 二 丫”

2) 劣、士co 时
, a 二

二 。
, 。 ,

‘
,
= 介 ; 夕。 士“时

,
a ,
二。 , 。 ,

‘
,
二介

3) 裂纹面上由于函数必
,

(二
,

g) 产生的应力分量a , = o ,

介
, = o

进行整理可以得到关于系数
。,

~ : 了的 7元连立方程组

M
。

的第 2行 {

M
6

的第 3行 {

)从 的第‘行

{M
。

的第 “行

O

M
‘ x M

7

( 5
。

1 )

、.

!!
l
、

.

!!!ac几氏几几00
扩

.
1
‘

、
.
.

!!
气

一一

、
一

泛

!
当

!!戈
‘
·孟!·1!自几匀几几几份

尸!国.
,

11!
、

!
.

1
气

M
?
的第2行

汀
:

的第 3行

由此可确定出系数
。,

~ 。7 .

六
、

构成裂纹尖端有限应力集中的加权积分法

显然由式 ( 4
.

7) 所求得的应力在裂纹尖端是发散的
,

即与材料各向同性的情况下一样
,

应力在裂纹尖端附近表现为
: 一

贵的 奇异 性「“。“.

为了消 除 应力奇 点
,

定义如下的应 力 函 数

办
, (Z

,

t )

功
,
‘Z

·

“ ,

乙)一〕
。 户, (‘, 功

上
‘z

,

‘)
·

“ ( 6
.

1 )
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这里变量 t代替了裂纹长度
a , p , (t )是面积为1的加权函数

.

本文中取
1

(j = 1
,

2
,

3 , k = 2
,

3
,

4)
.

显然价
, (Z

, a ,

b) 仍是重调和函数
,

且能够满足上节所示的边界条件
.

定义的加权函数P, (t )不

同
,

应力函数功
。

(Z
, a ,

b) 就不同
,

裂纹尖端附近的应力分布也就不同
.

这样就在区间【
a , a 十句

构成了一既有张开位移又存在有限应力的过渡区间
,

相当于虚裂纹模型中的虚裂纹区
.

作者

把这一方法称为加权积分法
,

更详细的表述参见文献〔16
,

17 〕
.

下面导出几种简单的加权函数 p , (t ) 情况下裂纹的应力函数 价
, ,

(.r
,

妇
.

计算应力时
,

用

衅
,

(Z
,

d
, a ,

b) 代替式 (4
.

7) 中的粼
,

(Z
,

t) 即可
.

1 ) 长方形函数 P ,

(t)

p ,

(t) == 1/ b 〔a
, a + b〕 (6

.

2 )

功
2 1

(Z
,

d
, a ,

b )= {f
: ,

(Z
,

d
, a + b)一f

Z ,
(Z

,

d
,

粼
,

(Z
,

d
, a ,

b) = 笼f
Z : (Z

,

d
, a + b) 一f

Z :
(Z

,

d
, (6

.

3 )

式中

f
Z ,

(z
,

、
,

, )一人{ , : * + 6 2 斌 z
:

二产* }一 乡犷
1。 { z 十 斌矛二守

1 0 0

12
“ , , . ,

.
_ _ _

_
_ 、

一下了
一

In lra + 材 t
乙

d
汤

一艺
z

全
O U

,

⋯
Z

二
,

_
_ _ _

_
_ 、

f
2 2
(乙

,
d

,

t ) = .
丁 In 悦t以 + 丫 t z d z

一 2
1

全
U

2 ) 1次式 (1 ) P :
(t)

p :
(t) = 2 (a + b一 t)/ b

Z

[ a
, a + b] (6

.

4 )

(6
.

5 )

飞
.

⋯
、

11
功
3 1

(Z
,

d
, 。 ,

“)
一多

、j
3 1
(Z

,

d
, 。 + “)一 ,

3 ,
(Z

,

d
, a ) }

+

;
(。+ “){j

2 1

(Z
,

d
, a + b )一 ,

2 ;

(Z
,

d
, 。 )}

。:
1

(Z
,

d
, a ,

“)

一靡
、j

3 2

(Z
,

d
, 。 + “)一 ,

3 2
(Z

,

d
, 。 ) }

+

;
(· + “){,

: 2

(Z
,

d
, 。+ 。)一 ,

: 2
(z

,

。
, a ) }

式中

f
3 1
‘Z

,

d
,

‘,

一
。

;
、

2

:‘
4
d
心 + 4‘4d

4
‘n {Z + 、 :

名
一 , 艺J

Z

+ 4 2 (z
“
一 rZJ

,
)查(2 2

2
一 t : J

Z
)〕

Z
“

了

_
_

J
3 2 (乙

,

召
,

t 少二
_ 12
材 艺

乙

一舒沙
‘

U

3 ) 1 孑处式 (2 ) 户
。
(t )

p 3
(t )二 2 (t一 a )/ b

‘

[ a
, a 十 b〕 (6

.

6 )
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,
‘1(Z

,

d
, a ,

b)一
;
{f

3 1
(Z

,

d
, a + b )一 ,

3 1
(Z

,

d
, a )}

一

;
a {2

2 ,

(Z
,

d
, 。+ “)一 ,

2 ,

(z
,

J
, 。) ;

功:
,

(z
,

d
, a ,

“)一

;
、f

3 2 (Z
,

d
, 。 + “)一 f

3 2

(Z
,

d
, 。 )}

一

;
a {,

2 2

(Z
,

d
, 。+ “)一,

2 2
(z

,

己
, 。) }

(6
.

7 )

七
、

计 算 例

1
.

不同加权函数下应力集中形状的差异

设B
:

= 3 ,

B
,
= 1 , 、= 0

.

3
,

拼
,

= 0
.

1 ; b/
a = 0

.

3
,

。= o
’
; 口

: 。
= a , 。

== 1 0 ok N / m
Z , : 。

= 0 ;

: 。= O, a 。
= 0

.

求得不同加权函数下二轴上的应力a
:

和a , 的分布如图 2所示
.

图中曲线研代表 W es te r g a a rd 型的应力函数解
,

其应力在裂纹尖端 (二= a) 为无穷大
.

其余曲线为加权积分法所给出的计算结果
,

加权函数 p ,

(t )
,

p Z
(t ) 所对应的裂纹尖端的应力

梯度为无穷大 ; 而p 。
(t )所对应的裂纹尖端的应力梯度则为有限值

.

月、栩
.
勺

丫 P3

乒全

n
j

了叹‘Nllh
,

礼
]、\

01
。

义产产‘‘、、、

卜、~ 厂
卜1
.

、

LI
巧J口1

丫

“+ b

声
a + b

(a) 。
、

的分布 (b ) 。
二

的分布
图 2 不同加权函数对应的应力集中分布

2
.

裂纹倾角。 不同时裂纹尖端附近的应 力集中形状

以长方形加权 函 数 p ,
(t) 为例

.

设 B
二

= 3
,

B
,
= 1

, 、== 0
.

3
,

拼
二

= 0
.

2 ; a = 1
.

o o m
,

b =

o
.

3 o m ; a
: 。
= a , 。

= lo ok N / 谊
2 , : 。= o ; 二

。

一 : 。

= o ; 。。= o
’ , 4 5

’ ,

9 0
0 .

如 图 3 所 示 取一 以

R 一 0
.

0 1 m 为半径并通过点立=
。 一

卜b的圆周
,

口从点雪一 。十 b一 ZR 算起以顺时针转一周
.

图 4 给出

了沿着圆周上的应力(T 。的分布
.

从图上可 以看出
,

不管裂纹方向如何
,

裂纹延长线上(0 = O
,

二 , 2劝 的应力二 。

都相同
,

当然这只有在几
。
一。

, 。 , : 。一 。时才成立
.
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夕

亡

五

口 夕
即

j

{

一洲
.

2 尹 J

O

8

2万

图 3 位于裂纹尖端附近的圆周 图 4 圆周上的应力a 。的分布 (加权函数为p l
(t))

八
、

结 语

1) 本文导 出了构成裂纹尖端附近有限应力集中的应力函数
.

作为线弹性模型
,

比较丫几

te r g a a r d 的应力函数和 D u g d al e 模型
,

可 以较客观地反映混凝土等非金属材料的破坏特性
.

2) 所讨论的对象可以近似地表示双向配筋率不同的钢筋混凝土板中含有较大裂纹时
,

裂纹部分的应力。
, , : ,

不为零但低于其余部分 的情形
,

也就是说可 以近似地表示裂纹开展部

分钢筋的强度
.

3) 若取B
二

二B
;
二 E

, 、= 1
,

则问题归结为各向同性板的平面问题
,

本文所得结果仍然

成立
。

4) 区间(a
, 。十 b) 上既有开口 变位又存在有限应力

.

作者把这一区间称为过渡区间 (相

当于虚裂纹 区)
.

之所以能形成这样 的区间
,

从 数学上来说
,

是由于本应力函数是由对数分支

和有理函数的积所构成
;
而 W es te r g a a

rd 的应力函数采用的是代数分支
.

5) 加权函数不同
,

过渡区间的应力分布就不同
; 另外过渡区间的长度 b 也 为 一 假 定

值
.

虚裂纹区真实的应力分布依赖于材料本身的性质
,

在此不予讨论
.
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