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’
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�重庆大学应用数学系
,

���� 年 �月 �� 日收到 �

摘 要

本文基于 �
一 � 理论

,

对 � � � 方法应用于奇异摄动问题的适用性进行了研究
,

给出了形式渐

近解的一般公式和应用� �  方法的必要性条件
,

并举例对本文的方法的应用进行了讨论
,

一
、

引 言

我们知道
,

� �  方法是奇异摄动理论的一个重要方法
�

但是
,

应用 � � � 方法有时会给

出错误的结果
〔”

�

关于 � � � 方法的适用性
,

一些文献提出了这个问题
,

但只对某些特殊的

问题澎于了讨论
�

如�
� � � � 〔� ’讨论了一阶� �� � �� ���方程 ��

� � � � 准则�
,

� �� � � 〔� ’讨论了一

阶常微分方程的一阶近似
,

� � � � �� � � 受林家翘的启发研究 了另一类型的�电��� ��� 方程
【‘’,

等等
�

� �二 � 二 � 和� �� � � 分别提出了� � � 法的新形式—
重正化技巧

〔� , � ,
”

�

本文基于 �
一
� 理

论研究了� � � 法的适用性
,

给出了渐近解和坐标伸缩函数的一 般公式
,

建立了�� � 法适用

性的必要条件
,

改进和发展了�
���� 等人的结果

【“’� 最后
,

我们还举例说明了本文方法的应

用
。

二
、

引 理

为以后讨论方便起见
,

本节我们给出几个引理
�

引理 � 若 阴‘� � ��� �
,

�
,

…
, � �是正整数

,

且

乙 �� ‘二�
,

乙 ��
�

� � ��
�

��

则
,

�� � 簇 �
,

且当阴
� � � � � …“。 � � �

, � , � � 时� � �
�

�� � 。� � �或 �
,

且仅当。
� � 。

�
� … 二 � �

一 , � �时�
� � �

。

��  当� � 寿� � 时
,

� 。二 �
。

引理 � 如果。 ‘� �
,

切� �和� 》 �是正整数
,

以 及式 ��
�

�� 成立
,

又若钩� � �� � �簇 �

一 ��
,

令而
, 一阴 , 一 �

,

币 � 十 � � 阴 , 十 , � �
,

爪 ‘
� 。 � ��今 ��

,

则

备

张汝清推荐
�
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��� 而‘ ��� �
,

�
,

…
,

� �是正整数
,

且有

乙风二�
,

乙 , 二� � � ��
�

��

� � � 又若礼� �是正整数
,

以及

乙 爪‘� �, 乙 ��
�

� � � �

� 一 �

��
�

��

则若某个杭
‘
寺 。 �� � �簇 � �

,

必有爪
� 十 � � �

,

且当杭
� 十 ,
� �时 有 说

,
� 示

�
� … � 示工� �

,

即是

方程 ��
�

�� 只比方程 ��
�

�� 多一个解爪
� � ,
� �

, 爪 , � � �� � �
,

�
,

…
,

� �
�

引理 �
、

�的证明是容易的
,

故从略
。

我 们引进一个变量� 的展开式

� � � � 。劣 ,

�之�� 。�� � �� �� …

其中
� 是一 个新的自变量

,

那么

二�器协
, � 。

一

〔劣
�一 �·�� � �

�

�水十 …�
〕
。 � 。

一

劣
· ,

�·�

二�雀二资�
。� 。

一 ��一 �� ,劣 。一 �

�·�� 、一
� , �

。二 ,

、� �。十 … ��
� 。

� �� 一 ����戈
,

�� ��� � �戈。

�之�

于是我们给出以下的

定义 对任一正整数
, ,

记

口 � 口” 一 �� 、
� 、

口
� � � 又

一

� 认 石三�
一

】� 川 �
。

或 三
�
� 卜

�
� � 劣。

� ￡ 火 口￡
招 一 �

�
‘

” � ’ ��

洒 � ￡
一’
肠 一 ’

�� �� �
,

�
,

… �

� � �
篇

一

�, 一 , 一 ,
·“

·

� �

这里
,

� “口�。二 和 口�由“ �口��
。�

。一 。

表示对
�
求导后取

。二 �的导数
�

引理 � 令 � 一

孙 护一乳
一

�
口� 一 �

口￡� 一 � �
‘� 一 ‘

,

“
, ‘ ’ ‘

,

则

� �
��

,

� 甲争厂 �
二 ‘

眯 二二 ‘� ‘

一 一 ’

� �

兄 叭一。
,

�
�
叭二 �

‘一 � 名 一 �

胡 ��� �卜二优了 �
� 价�� 沙

�
沙

。 。 。

戈� �
�

��
�

��

其中 断 � � 是正整数
,

从 � �
,

�
,

…
,

�
�

证 我们用数学归纳法证 明
,

当� � �
,

�
,

�时不难 验证上式成立
�

假定对某个正整 数 �

上式成立
,

由定义及式 ��
�

��
,

有

分
� 。� 一 “一乙

�

� ��� � �

… 。二 ,

�
�, 爪

一�
, �

� � ‘� �
�
…二�

人

“ , 价·�
�
。���
�
�一 ‘·

2
、
:

‘2

“ 二 ·

谓
产

+ 畔
‘。声沙

一 1
·

3 君
,

+l
…玲

“
+ …
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+ 砂玲一 心
“ 一“

K+
‘,七一

〕}
-军而而壳、

!
PK “。沙+l 君 ,

…理
“

十

{

”:

三
,

1

阴l!切2!…fn ‘ !
PK

。
·

刃
,

+1 刃
,

…考
‘
十 兄

爪 一 I

_
_
__

1

_
_

_
J. K

. ,

尸 ”

阴一!
m
Z 卜 二从盆 !

-

·

卜沙一 ‘
·

2

砂“…谬
‘
+ …

]}+.

二 十

{三
1

ml!mZ!爪瓜
,
一

p

么“
·

二乎十 1

·

二沙…x梦
兀
+ 烈

切

局
二

、
一

Pzu 卜外一 ‘
·

2

妙
·‘…
中
+…

]}

+ 兄

由引理 1和引理2
,

乙

而万

局
万丽
~
Pu

上式含P
, “

(。二

〔
。1、梦

1一 ‘ ·

2
二梦
2+ ‘…二

:

·
+ …

〕
、

.

5
)

2

,
,

K ) 项之和是 鬓

K K
艺 风二。

,

艺
:
风二 K + 1

一 之 x 一 1

_
一 「「 1

P ~ u 呀1 1击
, 、 .

~

.

~

.

、L 、1“ 1一
l产:11 ‘2 二万I ‘3 :

.

+ ‘
-

一 阴盆 ! 仍l

淤
r
,

2

里
(而
:一 1)里而

3!…而盆 !

( 2

十 二
。

川一2
,

3

,

…
,

K

+
_

.

_

.

拼l!吼
2!

K

…而K
一 ,

!( 而
K 一 1) 〕承乳

·

摺
大
+ 。 ,

1
0 2 , K + 1

…而工 !
(而

盆 、 ;一 1)

6)
·

x 沙二沙…峪
‘

暇奈护}

这里有烦
工 + ,
二 1

.

= 艺 李护
K +t

又由引理2
,

上式

见丝匹士
一

琪翅咬
(
令卫

坦、 , 。。 二
乎嚼

,
…

了, ‘l : 1,’ 2 :…
了, . 1 : 刀‘K + l :

二

梦

艺
口 一 1

州 ‘二m

二 + 豆

m = 2

万
:
风= K + 1

,

K

fn
‘
) 0

= 冗
K + 1 、。二 , 而: ,

一丁 一二 一下
一

— 万 一
_
一 一

F “ 曲 1 曲

而
,

! 南
,

!

。 。 。

饥
r 二 1

!
一

势…X誉君
,

7 )
:

22

了‘
、

了、
、

根据引理 1 和引理 2
,

式 (2
.
5) 右端的第一项

:

O山O乙‘了、J‘、分
:一

p
! ‘ !“二

,
‘ 1

-

乙
K 十 1

阴l!济2!…m 二
+ 一

!

P
‘
。沙, 沙…二佘护 8)

‘+ 1

艺 水‘= 。= K + l

f 一 主

了+ 1

艺
:
礼二K + 1

召 一 1

9)

以及最后
,

一项

力u (K + 1 )戈
‘十 ,
二

乙
盆 + 1

K 十 1

切l!切2 !… m 盆
+ 一

!

P
。 二笋二笋…二佘护

K+ 1
艺
t. 王

扭*= 1
.
艺
:tn :~ 尤+ 1

S一 1

将式 (2
.

1

(K + 1)

7)
、

(
2

.

8 )

、

(
2

. .

5)

,

则

。K + 1
。 ,

_, , 肠
一
K +1
\’
、

了
t

9)代入式 (2

乙
1

ml!阴2 !…
。二 十 ,

!
p
饥 ““梦

‘
x 丁
:
…二贯段‘

( 2

.

1 0
)

川泣= 协

K + 1

m 二 1
,

2

,

K
十 1

艺
: , 。:一 K + 1

,

。、浮 。
万 , 1
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在上面的证明中
,

当。
‘
= 。时有二梦

,
一 1 = 。

.
由于m

‘
(‘= 1

,

2

,

一
, ,

) 不能全为零
,

因此式(2
.
6)

和式 (2
.
7) 对所有。

‘
) O 均成立

,

故引理得证
.

三
、

渐近解的一般公式

我 们考虑摄动问题

L
。

[
“
。

〕== F (u
,
戈

,

y

, 。
)

,
u

= (

u , ,
u Z ,

…
, “,

)

尸二 卜

B
. , ,

[

u
,

〕= G (u
,
劣

,

y

,
:

)

,
s

= 0

,

l

,

…
,

l
;

(
%

,

夕)〔D
(3
.
1)

其中夕
, “ ,

F 和G 是实向量
,

x 是实数
, “

> 。是小参数
,

以及尸
,

G 对
。是解析的

,

L

。

为微分算子
,

B

: , :

为定义在初始时刻或边界上的微分算子
.

假定摄动问题尸
。

的直接展开式是

u:~ u
。

(
x

,

夕) + 兄
:‘u ‘

(
二

,

夕)
,

(
x

,

夕)〔D (3
.
2 )

其次
,

我们作自变量
二的伸缩坐标变换以及相应的因变量的展开

戈“之
+ “义 ,

(
2

,

夕) +
。2 戈:

(
之 ,

夕) + …

诬(
之 ,

夕) = 云。
(
之 ,

g
)

+
。云,

(
之 ,

夕) +
: 2亚2 ( z

,

g ) + …
}

‘“
,

”, 〔D
(3
.
3 )

其中
:是一新的独立变量

,

且可以得到 关 于 剩 (i 二 1
,

2

,

…
,

n ;

价的定解问题
.

按 :作 T
a
烈or 展开且由n

一
U 理论

,

我 们有

= O
,

1

,

…)
,

(z

,

夕)〔D 相应等

。二 。。
(
:

,

, ) + 乙
。‘。。

(
z ,

g
) =

u 。
+
。
(
“ ,

+
二 , 。二)

十 己2
(
U 么

+ x l·
; 十

;

劣
:
。
: 十x

么。‘, + …
(3
.
4)

其中
“ ‘

=
“‘

(z

,

妇
,

(

’
) 表示对

z
求导

.
如时对变量

:是非一致的
,

我 们总可以令分量衅等于其

性质是比较坏 的部分
“季

,

及性质比较好的部分时
tD
之和

,

即有

“

犷=
“
几十

“

几 (3
.5)

且又令

祝= 心(z
,

功

材 二毗
,

+
% ,

(u 合)
/

功, 一
“ ,

·
+ 二1

(
。
, )

‘
+

;

二
: (

“。)
·
+
二2

(
。。)

,

( 3

.

6 )

因此 酬 一衅 侧 」
一

科

其中功{应被选定使得武不比前项武
、‘

的性质更坏
,

特别可取武 “ 0
.
为了确定为

假定某个分量积满足式 (3
.
6)

,

则

(3
.
7 )

(f= l
,

2

,

… )
,
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1
戈’‘2

,

g ) ==

一

和;夕 (pi一
“主

,
)

劣。
(
z

,

g ) =

1

(

u 乙)
产

(。;一
,

(
·
; )

产
一

l

/ ; (
·
: )

一
(·: ) /一;· , ( 3

.
8 )

且其余的分量功{(左手力能够从方程 (3
.
6)

、

(3

.

8) 求得
,

因此所有毗可以从方程 (3
.
7) 得到

.

其次
,

我们有

O
u‘一 。、。

+ 乙
K一 l
异

, “‘一“K

因此
。 ,

一
最一云云分

!“‘ “‘““ ‘

若K + i= n
,

由引理 3
,

户项的系数是

1

K !
qK u。 _ 二二 。。

+ 兄
K一 1

1

K
!

g
K “一盆

=
u 。 。

+
u ”。

,

乙
K.0

十 乙
1

阴z!m :卜
· ‘

m
尤 !

( 3
.
9 )

K

艺 ,
,
二。

‘一 1

U

;
: 、二:

1
…二

:

·

十

才
!。一

仇 ~ 1
.
2 … K

K
艺
:二s一 K

.
K = 1

.
2 刀一 1

, 一 1

又由引理 1

1
q

‘
’

U
。
=

刀 !
乙

1
m l!m Z!… m 卜 l

。
;
“ , 二子

‘二梦
空
… 二票:

,
+
。石二

。

(
3

.

1 0 )

几 ~ 1

艺 fn ;= tn
‘. 1

阴一 2
,

3

, .
月

几 一 乞

艺
s。。

=
。

将式 (3
.
10 )代入 (3

.
9) 中

,

且令式(3
.
9) 右端后三项的和等于识

,

则有

1 1
介 =

一

(u 占)
产
{

‘“一
:

艺

万 m l!优 。卜二 m 盆 !

(
u 二
_ :
)
‘“’二梦

‘
x 望

,

…二梦
汀

一u二
,

}

~ 1

m
f 一邢

K

艺
:二s一K

滋、“
‘一 ,

一
‘
·

‘ (3
.
11)

其中
,

当K = 1
,

2

,

…
,

n 一 1时
,

。 = 1
,

2

,

… K
; 当K = n时

, 。2
= 2

,

3

,

…
,

K (

。
)
.

因此
,

渐近解和伸缩坐标的一般公式可得到如下

臼口

。
(
: ,

g
) 二 。(

z ,

夕) = .
。
(
二 ,

g
) + 乙

。“‘
(
: ,

g
)

‘一 1
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= u。( z
,

夕) + 艺
。‘

(
u ‘,

+ 功
‘
)

,

(
:

,

, )〔D (3
.
12)

及 二二 : + 乙内
·

‘一功一十减
。/

一

补
户一、
漏 乙

。二
.。。

(
u 石) /

井
_ _ 1 ‘ .

1

台
’ · “”

一“一 和孙
, “‘十
瓦

名功二
。。一 命补

。
户

(3
.
13)

于是
,

我们给出下面的

定理 1 (1) 若摄动问题尸
。

的形式渐近解取 (3
.
2) 的形式且

u。
在变量戈 属于区域 D 中的坐

标肠有奇性
.
(2 )通过坐标伸缩变换 (3

.
3)

,

若 。
l
。

葬。和 (。石)
‘

葬。
,

(z

,

功〔D
,

财渐近解和伸

缩坐标用 (3
.
12) 和 (3

.
13) 表示

,

伸缩函数x
‘由(3

.
11) 表示

.

推论 1 (1)同定理 1(1)
.
(2)若 (u占)

‘
二 o

, u 孟
:
二 o 及 (u呈)

‘
寺 。

,

则渐近解和伸缩坐标同

样以式 (3
.
12 )和 (3

.
13 )表示

,

但伸缩函数x
,

是

1 「
, ;

劣
,

二 7 石 , 凡Z 万毋舀一
‘“几 z 人 盆

艺
‘, 1

乙 司而

拼f= 川

K

艺
s扭‘

一K

1

…m K !
(。:

+ :
一)
(。 , 二

:

1

刃
2
…久

; 一
。
‘
+1·

}

(
3

.

1 ‘,

其中
,

当K == 1
,

2

, ,

二 ,
n 一 1 时

,
m 二 i

,

2

,

…
,

K
; 当K = n时

,
m = 2

,

3

,

…
,

K (

n
)

.

推论 2 (1)同定理i(1)
.
(2)若u呈

,

二 O和 (u石)
/
等 o

,

则渐近 解和伸缩坐标仍取式 (3
.
12)

和(3
.
13) 所示

,

又若取六 = O
,

贝归
;= o且伸缩函数二 ,

(n 》 2) 是

‘一

减
)7一
协

一 :

艺
云. 2

乙
阴2!m 3!…

而
, ‘“‘

, ·
,
‘仍’x 梦

’‘瞥
3
… 二臀

尤
一。

:
·

}

(
3

.

1 5
)

扭 f= 优

工

艺
:m :二 K

右 . 2

其中
,

当K = 2
,

3

,

…
,

n 一 1时
,

m = 1

,

2

,

…
,

K

; 当K 二 。时
,

m 二2
,

3

,

…
,

K ( n)

.

为了保证K 次近似解是一致有效的
,

P L K 理论适用性的必要条件可概括如下

( 1) 假若
,

式 (3
.
2) 具有奇异性的第一项是

u。 ,

譬如
u。

(
二

,

功 在 二 = 二。是奇异的
,

且若

。。
(
:

,

妇相应的在
z二礼是奇异的

,

功毛(汽= 1
,

2

,

…
,

K ) 应选择得使所有的 功以玄二 1
,

2

,

…
, ”
) 不

比相应的酬 (z
,

夕) (i= 1
,

2

,

…
,

n

) 在z= z
。

更奇异
.

( 2 ) 此应选择通过式 (3
.
11) 的K 次坐标伸缩使得被确定的 劣‘铸二 (‘二 1

,

2

,

…
,

K )

,

(z

,

妇〔D
,

且当x * x0 时
,

z 、亡钾z
。 .

( 3 ) 所有帆 (f= 1
,

2

,

…
,

n ;

k = 1

,

2

,

…
,

K ) 或者武 = 毗
。
+ 叭在整个区域D 对变量

z是

非奇异的
.

( 4 ) 功以i= 1
,

2

,

…
,

n) 应使得毗 =
“知 + 粼满足相应的定解条件

.

注 1 上面的讨论
,

对于直接展开式具有长期项的情形仍然成立
,

且对有限的
z ,

粼 应

选择使得x
‘午。 (‘二 1

,

2

,

…
,

K )

.

注 2 如u0 不具有奇性或不是长期项
,

而
“ ,

(k ) 1) 具有奇性或是长期项
,

则上面的讨论

仍然成立
。
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注 3 U sh er 〔6 ’研究了一阶常微分方程组并指出一阶近似的必要条件是

(功{(
z)一红l

, 。

(
z

) )
/ f
乙(z )斗二

对所有的
z〔D 成立

.
这里

,

灾
, :

(力和几 (力 分别是本文的川
,

( 力 和川 (习
,

显然
,

本文的一种特殊情形
.

(3
.
16 )

式 (3
.
16) 是

四
、

举 例

这里
,

我们举几个例子以说明本文方法和结果的应用

1
.
考虑 D uffin g 方程

公 + u ==
￡u 3 ,

t
>

0

初始条件

u(c
,

0 ) 二 1
,

公(
￡ ,

0
) = 0

( 4

.

1 )

( 4

.

2 )

已知直接展开式是

·‘·
,

‘)

一
s‘+ ·

( 鑫一
‘+

;

‘S‘n ‘
一鑫一

3‘
)

+ 一

(蕊
、一
:

+
晃

, S‘n‘一 ,

星
。‘2 00 5 ‘一 l

;

8 00 5 3卜 2:
、‘s‘n 3 , + ,

012

4
一
5‘
)

+ …

式(4
.
3)是非一致有效 的 (t) 0)

。

为了消除长期项
,

作坐标伸缩 (3
.
1一)一 (3

.
22)

,

有

(4
.
3)

、

l

、

!

,

少
。
。

一
52,

。
1
一

;

· s‘n : 一二 1 5 ‘n Z

姚、
_ _3

3 , 一

9

之 s ‘n 之

一万台一
s
一、

:
。一‘· 3 · +

;

·

(鑫
S‘二

(4
.
4)

十

;

S、二十

;

Zc
o
sz +

护
· 3 ·

)

一奋zzc
os一为S‘二

57
二泛亏6

之 “‘n z 一%
, s ‘n “

首先
,

如果设 功
l= 功

2
二 si n :

,

则初始条件 (4
.
2) 不能被满足

.
令 功

1
二功
:= 0 ,

又 有 川 =

一“
in
z 舞 0, 由定理可得

% ,

(
z

) =
戈2

(
之
) =

5 7

2 5 6
( 4

.
5 ),

Z

乃J�只�

于是二次一致有效近似解为

、.了八匕
.

J任J‘、

�

1

2了

」
、尹、
产

之
比J

SC O

·
(
· , ·

卜一
+
晶
(·。 S ·
一
3· ) + 一

(孺
、

一
、
;
、一

3· + 1

矗
4

, 一

(

1 +

;

· +

氦
·2

)

·

式 (4
,

6) 与文〔7] 的结果是一致的
.

2
.
薄翼的超音速绕流问题

我们知道
,

直接展开式是
〔‘’



谈 骏 瑜

“ .
T

‘ . ,

「 1 2
曰

u

一

=
‘一 “

B

一

十 “一

L

~

石豆
~

气l一
M
4
(1 + 夕)

4 B 2 )
T , : 一

,
宁

·

盟
一

。T ,
T 一TT

‘

〕
+。‘·”

、,产门尸片了日扒( 4
.

其中(1 + 力M
4B 一 “g T

‘
T

“

/
2 是长期项 (当梦。。)

.
又“。三 1及 己 的一次项T, / B不是长期项

,

是u
, ,

三o且
“
; 三 o或

u , :
+ xl 心二 。即功

,
二 0

.
由推论1

,

有

(4
.
8)

因此

一

咭
一

‘
·

答、
,
犷

·
+

成
一

瑟
I, 一

)

一”

, ;

一性箭M
‘“T

’

于是得到
“
工 T

= 1 一 巴

Lj

T
夕

(
s
)

B
占= s一己罗

M‘y T ““,
( 4

.
9 )

3
.

L i g h t h i l l 方程

d “
叹戈十 己材 ) 〕万

一

+

鱿
= U , 翻吸1 ) = 1

“工
( 4

.
1 0 )

直接展开式是

1
.
￡ 1 1 1 \ 巴2 1 1 1 \

、

“二 二 十 2 气二 一 二 ,

)
一 2

一

气而「 一 二” 夕十
’

“ ( 4
.
1 1 )

且在二二 O有奇性
,

且后项 的奇性比前项高
.
由前节的讨论

,

可求得

x 工“ (z一z
一 ‘

) /
2

, u 。

(
:
) 二
z 一 ‘, 。,

(
z

) = 0

为消除二次项的奇性
,

由式 (3
.
11 )可得

功
2= 一从z

一 “

若取功
:
二 O

,

因此

劣2 (
z
) = 0 ; u Z

(
之
) 二0

那么二次近似解是
u二z 一 ’或

z= u 一 ‘; x
=

:
+
。
(
z 一z

一 ‘
) /

2 =
u 一 ‘

+
。
(
u 一 ’一 。

) /
2

进一步
,

我们能够证明式 (4
.
15) 即是精确解

.
假定有 , 。一 1

二 o
, “ , 一 l

二 0

入式 (4
.
10)且令义

。

二 0
,

我们有

d
J
_
(之u

,

) 二 (一 1)
” 一 工

(
劣呈)

件 一 ‘“石(一zx ; + x
, u 。

) = 0
, u

二

( 1 ) == 0 (

”》2)
d Z

、‘ 一 ” 产

一
、 二 产 、“ 二 产 ’ “ 、 ‘“ 且 ’ ‘“ ‘一

O, 一
, ’
”

、 上 产

一
U “ ‘’

牙
‘ 产

( 4

.

2 2
)

( 4

.

1 3
)

( 4

.

1 4
)

( 4

.

1 5
)

将 式 (3
.
3) 代

(4
.
16)

== 0
.
其次当 、 , o + 时

,
: 。〔。八2+

。
) 〕盖= ‘> o或“

==
u 。

* [ (
2 +

。
) /

。〕贵及x
,

、

因此在区域O< 亡(
: < 。

,

u( 劝 已没有奇性
。

件.材轰2于是有二。二 0,

一〔。八2+
。
) 〕

4
.
我们看微分方程组

〔3 ’

‘。(
,

丫叙= 一 (l + 2
。
)丢“(

2 )

、。:
“

丫、
% = (i + 2

。
) 盖u(‘,

·‘

{

’‘0’一 ‘下u。‘ )
( 0 ) ~

0

, (
4

.

1 7
)

对于一。 < % < 十。
.
其二次近似解是

u“’== e o s二一。x s i
n 二一 (1/2 )

。2
(
x Z e o s , 一x sin 二)

u ‘2 ,
=

s
i
n 二 + 。x e o s劣一 (1/ 2)

。2。Zsin戈 + 戈。0 5 二
)

( 4
.
1 8 )
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为消除长期项
,

可得 一次有效近似解

551

u (‘、
=

e o s 之 ,
u ( z ) 二sin 之

,
% 二 之+ 叉 ,

(
2

)
。二 z (1一

。
)

其中
,
二J二 一:

,
二 卫

(0 ) 一 0
.
其次

,

有 暇忿二 o
,

毗岌
‘

二姚
‘)

( ‘二 1, 2)
,

日
.
由 方

祝 二姚
‘

、

二 (3/ 2)二i
n 二一二:5 1n z

,

必若二毗
2)二 (3/2 )

二 c o s二 一 二:c o s :

( 4
.
1 9 )

不气二( 3
.
1 1 ) 给出

(4
.
20)

由方程 (4
.
2 0) 之一可 以确定二:

,

且对于方程 (4
.
2 0) 的亏

。

应选择得使满足初始条件 武
‘’
( 0) 二 o

和碗(0 )二。
.
我们试取心

J, 二 。 (j 二 1 或 2)
,

由式 (4
.
20) 给出二:二 3刁2

,

而 。2 的 另外一个分

量也恒等于零且
.
对有限 的

z是非奇异的
,

又 有 二: ( 0) -

· ‘” -
·0 5 · , ·‘’、一“‘n ·

,
劣

一(
‘一: +

;

最后
,

我 们得到二次是效近似解是

(4
.
21)

.2n
,刀

〔1 ]

〔2〕
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