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摘 要

本文用A D IN A (A u t o m a t ie D y n a m ie a l In e r e m e n ta l N o n lin e a r A n a ly s is )有限元程序计

算了三维变形条件下
,

幂硬化材料紧凑拉伸(C T )试样的应力应变场
,

并根据计算结果分析了 I型

裂纹裂尖应力场的结构
,

发现在厚度方向的任一平面上
,

裂尖应力场的表达式都可写成
r ,

e坐标

变量分离的形式
,

从而
:
的函数部分可展成罗朗级数

,

且三个正应力分量具有相同的数 最 级
.

这

两个结论为从理论上求解 I型裂纹裂尖应力场的数学表达式提供了两个有根据的假设条 件
,

可大

大减化求解过程
.

一
、

引 言

在以往的弹塑性断裂研究中
,

人们往往把 I型断裂简化为平面问题来处理
,

但事实上
,

I型断裂是三维变形问题
。

具有一 定厚度的试样
,

由于沿厚度方向的约束不同
,

其应力应变

场的分布亦不
一

样
,

在自由表面附近
,

这种变化尤为显著
f’, 2 , “, 4 ’.

对 I型线弹性断裂
,

BaP
tt

R ao 已从理论上进行了一系列的研究
,

并给出了三维变形条件下
,

裂尖应力奇异场的数学表

达式 〔5 , ”, ,

但在弹塑性领域
,

尚未有解析的应力
、

应变场问世
.

许多实验和 有 限 元 分 析 发

现
,

弹塑性状态下应力
、

应变沿厚度分布的不均匀性比线弹性状态下要严重得多
,

因此
,

研

究弹塑性状态下 I型裂纹的三维应力应变场及由此而产生的各种物理
、

力学现象是非常有意

义的
。

本文用A D IN A 有限元程序对 I型断裂的典型试样—
紧凑拉伸(C T )试样进行了计算

,

得到了其应力
、

应变分布
,

并据此分析了 I型裂纹裂尖附近应力场的结构
.

分析结果发现
,

沿厚度方向 : 为常数的任意平面
_

!二
,

各应力分量的数学表达式均可写成平面坐标
, ,

口变量分

离的形式
.

因此
,

按照复变函数中级数展开的定理
,

可推出
:

诸应力分量表达式中
r 的函数

一项
, 一

可在裂尖附近展成罗朗级数
,

即诸应力分量
一

可表示成
犷 的幂函数和 口的函数相乘的形

式
,

这就是裂尖附近的应力奇异场
.

对有限元计算结果的分析还发现
,

在裂尖附近
,

三个主

应力分量的数 准级相同
,

或说它们的奇 异性相同
.

上述两条结论可为用数学的方法求解 I型

裂纹裂尖附近的应力奇异场提供两条有根据的假设
,

从而简化整个理论推导过程
。

二
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日乍
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二
、

三维C T试样的 A D IN A 有限元计算过程

A D IN A有限元程序全称为
:

A u t o m a tie D yn a m ie a l In e r e m e n t a l N o n lin e a r A n a ly s is

(自动动态增量非线性分析)程序
,

经过多年的实践检验和不断地修正及完善
,

A D 工N A 已成

为有限元软件中应用最广泛的程序之一
,

因此
,

用该程序对 C T 试样进行三维分析
,

可 以期

待得到令人满意的结果
。

1
.

试样形式及单元划分

有限元分析是针对紧凑拉伸 (G T )试样进行的
,

试样及加载方式如图 1 所示
.

试样有两种厚度
:

B “ 32 m m 和 B 二 16 m m
,

其它尺 寸 均 相 同
: a = 2 4

.

6 m m
, 。 = 6 4

.

6

m m
,

H 二 3 8 m tn
,

L / 2 = 2 0 m m
,

D = 2 0。爪
。

为了客观地反映裂尖处的应力集中和应力应变沿
z 方向的变化

,

有限元计算网格依据如

下两条原则进行划分
:

1) 二 一 , 平面上
,

网格从裂尖到边界由密变稀疏 ; 2) 沿厚度 方 向 z,

网格从中心截面 (: == 0) 到 自由表面 (z 一 士B / 2) 由稀疏变密
,

且为了对
z 方向不同截面的计算

结果进行比较
,

划分时使
z 方向各截面的网格相互重合

.

具体形式 如 图 2 所 示 (由 于对称
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性
,

计算时只取了试样的1 / 4 ,

即
: , 》0 和 : ( 。部分 )

.

为了减少计算量又不影响精度
,

计算中对裂尖附近三层单元采用非线性模式
,

其余单元采

用线性模式
;
裂尖附近的第一层单元采用 15 节点等参元

,

其余均为20 节点等参元
; B 一 16 m m

厚试样采用 3 x 3 x Z高斯积分
,

B 一 32 m m 厚试样用 2 x 2 x 2 高斯积分
.

2
.

材料特性

C T 试样所用材料为 3 OC r :

M o V
,

其应力应变曲线属密赛斯 (M is e s )等向强化材料范畴
,

在进行有限元分析时
,

按照 A D IN A 程序的要求
,

其应力应变关系由图 3 所示多线性等向强

化模型给出
.

3
.

加载过程

在有限元计算之前
,

曾用试验估计出 B = 32 m m 和 B = 16 m m 试样 的 启 裂 载 荷分别为

9 2 O0k g 和 3 90 o k g
,

因此
,

将这两个值作为有限元计算的最大载荷值
.

计算时
,

载荷逐 渐增

大
,

且加载步长由大变小
,

以便利于生产塑性变形后单元刚度矩阵的修正和迭代的进行
.

加

载函数如图 4 和 5 所示
。
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三
、

I型裂纹裂尖附近应力场的结构分析

利用 A D IN A 程序对 C T 试样进行的有限元计算
,

得到了在不同载荷水平下应力应变的

分布
,

通过观察和分析发现
,

在
z 为常数的任一平面

_

匕
,

裂尖附近的应力分量都具有如下特

征
:

任取四个点 (r l ,

乡
1
)

,

(r l ,

口
2

)
,

(r Z ,

0
,

)
,

(r Z ,

8
2

)有
:

二 , , (r , ,

8
,

) / a , ,

(r , ,

口
2
) 一 叮 , J (r Z ,

8
1
) / J , , (r Z ,

口
2
) 《 1 (3

.

1 )
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或写成
:

口 , J (r , ,

0
,
)叮 , 了(r : ,

0
2
)一 a , , (r , ,

0
:

)a , J (r Z ,

0 , ) 《 1 (3
.

2 )

式中 I
,

J二戈从“ ·

表 1
,

2 和 3 给出了尸= 36 45
.

82 k g (B 二 16 m m 试样 )时计算的应力值
,

此时
,

裂尖附近 已

产生塑性变形且表中列出的点已经屈服
.

为了使结果 具 有 一 般意义而又避免罗列太多的数

字
,

这里取了
z 二 一 2

.

22
, 之= 一 4

.

89 和 z = 一 6
.

57 三个截面
,

第一个截面上给出几
:

和几
; ,

第二个截面上给出几
:

和 a
: : ,

第三个截面上给出外
,

和 几
, .

由于氏
:

和 a ; :

的值比其它四个

应力分量要小得多 (至少差 1 0 “ ’
)

,

故这里未予列出
.

为了直接反映有限元计算的结果
,

表中

所列的应力值均为高斯积分点上的应力值
.

表 4 给出了前三表所列应力分量按式 (3
.

1) 左端计算所得的差值大 小
,

表中 d 由下式决

定
:

d一

{〔
a (r l ,

0
,

)
a (r 工,

0
2
)

a (r : ,

0
1
)

a (r : ,

0
2

) 〕八兮小
‘“”肠

从表 4 可以看出
,

6值均小于5呱
,

若承认有限元计算会有一些误差
,

我们可认为
,

在裂

尖附近
, z 二 c o ns t 的任意平面上有

:

a z 了(r ; ,

8
,
) / a , J

(r l ,

夕
:

)一 a z 了
(r Z ,

夕
,
) / a , ,

(r Z ,

0
2

)二 0 (3
.

3 )

成立
.

(I
,

J = x
,

夕
,

z)

以下将证明
,

若式 (3
.

3) 成立
,

在裂尖附近
,

诸应力分量
一

可表示成
: ,

0 坐标变量分离的

形式
,

即
:

a z J

(r ,

0) = f
, 了 (r )子

, 了 (8 ) (3
.

4 )

必要性是显然的(略)
.

充分性
:

表 1

\ \ 、

z = 一 2
.

2 2平面上裂尖附近应力分布

,
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表 2 z = 一 4
.

8 9平面上裂尖附近应力分布
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表 3 “ = 一 6
.

5 7平面上裂尖附近应力分布

汀y夕

J x y
6

.

4 3 2 6
.

5 7 4 1
.

5 8 4 8
.

4 1 6 3
.

4 3 8 3
.

5 7 9 6
.

4 3 1 16
.

5 7 1 3 1
.

5 8

r l

0
.

0 12 7 8

3 0 7
.

5 2

1 4
.

2 4

2 7 1
.

76

一 7
.

9 5

1 5 9
.

3 2

一 3 0
.

1 8

2 7 8
.

5 2

0
.

0 14 2 0

3 2 9
.

1 4

一 1 0
.

36

3 4 7
.

8 4

一 17
.

6 4 一 18
.

3 3

0
.

D 16 9 8

2 16
.

9 6

一 2
.

1 8

2 16
.

0 9

一 15
.

6 7

1 8 7
.

42

一 2 1
.

2 9

r 4

0
.

2 5 1 6

6 5
.

1 0

10
.

3 0

5 7
,

4 0

一 7
.

7 7

4 0
.

B2

一 2 1
.

4 8

r 5

0
.

2 7 9 5

7 0
.

9 0

一 5
.

3 0

7 1
.

1 9

一 工2
.

2 0

3 4
.

4 8

一 2 1
.

5 9

6 7
.

7 1

0
.

3 3 4 2

5 4
.

7 1

一 1 5
.

9 5

3 2
.

0 5

一 16
.

6 9

................

已知
:

在
z = e o n s t 的平面上

,

对任意 (
r 工 ,

0
,

)
,

(r , ,

夕
:

)
,

(犷
2 ,

0
1

)
,

(r Z ,

口
2

)有
:

。 z , (r , ,

0
:

) / a z , (r : ,

8 : ) = J z 了 (r ; ,

0 , ) / a z , (r Z ,

口
:

) (3
.

5 )

求证
:

。 , , (r ,

0 ) = f
, 了(r )莎, J (0)

证明 因为对任意 (r , ,

0
,
)

,

(r ; ,

8
2

)
,

(r Z ,

0
,

)
,

(r Z ,

0
:

)有式 (3
.

5 )成立
,

从而
,

固定 (r : ,

0 : )
,

对任意(r ,

0 )有
:
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裂尖附近应力分量的比较

r l r 4

0 1 口‘

几 rs

6 2 夕s

f Z r s

0 5 0。 口6 0 ,

坚二
一表 1

表
‘

2

一1
.

7多

0
.

2多

一 2
.

1书

一 0
.

8多

一 0
.

0 2多

一 0
.

9多

一 2
.

2拓

0
.

9多

一 0
.

1拓

4
.

5多

r 3 r6

0 , 0 6

0
.

7多

一 0
.

0 8多

r l 介

口; 0 :

0
.

0 6书

一 0
.

0 6多

0
.

2拓

一 0
.

6多

一 0
.

5拓
表 3

一 0
.

8拓

1
.

2拓

0
.

8男

一 1
.

7拓

3
.

4拓

一 2
.

9多

一 1
.

8多

一 1
.

6拓

一 1
.

7多

形拓拓拓
眨UO。口仑nn

..
一

:
n仙

J.ln”O山

一

场
一

ayy
�

阮az:吻

。, , ( r , ,

8
,

) / 口
, , ( r

; ,

口) = a , J ( r ,

0
,

) / a
, , (r

,

0 )

= 二乡 。 , , ( r
,

0 ) = J , , ( r
,

0
,

) a , , (r
, ,

0 ) / a
, , ( r , ,

8
1

) == f
, , ( r ) 子, , (0 )

·

e o n s t

证毕
。

因此
,

我们得出如下结论
,

对弹塑性状态下的 I 型断裂
,

在
z
为常数的任意平面上

,

裂

尖附近的应力场可 以写成式 (3
.

4) 的形式
。

众所周知
,

带裂纹物体的应力场在裂尖具有奇异性
,

即
: : = 0 是式 (3

.

4) 中介
J (r ) 的奇

点
,

考虑到表示应力场的函数沿各个方向都是光滑的
,

因此
,

f
, , (, )可以在

r = O的领域上展

开成为罗朗级数
「7 ’.

即
:

在裂尖附近有
:

a , , ( r
,

口) == r K
·

,

子
, J
(0 ) ( z = e o n s t ) ( 5

.

6 )

式 (3
.

6) 是应力的主项
.

以上所讨论的是
之= co ns t 时的情况

,

若在应力的表达式中考虑
z 变量的影响

,

式 (3
.

6)

可写成如下形式
:

a z J ( r
,

0
, z ) = r K

了 了

(
z
) 子1 2 (乡

, z ) ( 3
.

7 )

式
。

(3
.

7) 是 I 型裂纹在三维变形状态下应力场的一般表达式
.

四
、

I 型裂纹裂尖附近的正应力分析

I 型断裂之所 以是三维变形问题
,

是因为厚度方向 ( z 方向 ) 的应力是不可忽 视 的
.

用

A DI N A 程序对紧凑拉伸 (C T )试样所做的有限元分析结果表明
:

裂尖验附
, 。

: :

与 a
, :

和 a’
,

具有相同的数量级 (或说几
:

的量级不比入
:

和 , ”低)
.

因此
,

在 I 型断裂中
,

厚度方向的正应

力a
: :

不可忽略
.

计算结果还表明
: z 方向的两个剪应力a

: :

和a , :

与其它四个应力分量相比的

确很小
,

是可忽略的
·

表 5 给出了 B = 32 m m 试样在
z 为不同值的平面上

,

三个正应力值的分布情况
,

表中的

值对应外载 尸= 35 2 5 k g
.

可 以看出
,

在裂尖附近
,

az
:

和几
: ,

几
,

具有相同的量级
,

且沿
r 方

向的变化率也是相同的
.

五
、

结 论

用A D IN A有限元程序对紧凑拉伸 (CT ) 试样进行计算所得到的应力应变场
,

为分析 I 型

裂纹裂尖附近解的结构提供了依据
,

其结果表明
: 1 ) 在

z == co ns t 的任一平面上
,

裂尖附近



三维变形状态下 I型裂纹裂尖应力场结构的有限元分析

B “ 3 2 m m 试样裂尖正应力分布

5 6 5

表 5

\
- - - - - - - -

一
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0
.

0 46 0
.

6 36 0
.

0 5 7 0
,

7 9 2 D
.

0 46 0
.

6 36 0
.

0 5 7 0
.

7 92

一 1
.

76 8

4 7
.

96

7 5
.

7 8

9 4
.

75

12
.

8 6

2 9
.

1 1

2 4
.

5 8

5 9
.

3 8

6 0
.

3 1

1 03
.

2 8

1 2
.

06

1 8
.

9 0

2 9
.

8 9

5 6
.

7 1

5 5
.

8 3

9 9
.

8 6

ID
.

2 8

12
.

0 1

3 0
.

4 1

6 8
.

5 9

6 7
.

1 4

10 2
.

1 7

9
.

9 4

8
.

9 4

32
.

3 7

时以“1583“
O斤甘名nU

弓d

一 6
.

5 9 8

4 9
.

92

8 0
.

5 5

9 0
.

9 1

4 5
.

9 8

8 2
.

5 9

9 5
.

8 3

4 3
.

46

8 9
.

3 3

1 0 8
.

15

1 2
.

6 2

2 6
.

9 1

2 3
.

6 7

1 1
.

2 8

1 7
.

9 1

2 7
.

6 3

5 9
.

8 8

5 6
.

5 7

1 0 1
.

6 6

9
.

5 0

10
.

7 6

2 8
.

4 4

5 6
.

2 6

5 0
.

0 2

8 8
.

3 8

O甘�了nU

勺口

1 1
.

9 5

25
.

18

2 2
.

7 6

5 5
.

5 2

5 9
.

16

1 00
.

6 0

8
.

5 3

9
.

7 1

2 6
.

45

6 2
.

2 3

5 6
.

14

9 2
。

1 2

.19
⋯75⋯59
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一 9
.

2 2 6

11
.

0 4

17
.

2 9

2 9
.

8 3

一 1 1
.

5 8

10
.

8 2

2 3
.

3 3

2 2
.

41

4 8
.

2 3

6 0
.

2 2

99
.

8 8

9
.

6 3

1 4
.

8 8

2 5
.

93

5 3
.

5 3

6 1
.

7 8

10 0
.

3 0

7
.

95

9
.

3 1

25
.

3 9

5 3
.

5 1

4 6
.

1 2

8 6
.

0 !

7
.

11

5
.

0 4

2 6
.

7 3

的应力分量均可写成
: ,

0坐标变量分离的函数形式
,

即有
: 二 , , (r

,

0) = f
, ,

(: ) 子, ,

(0 )
,

而根据

复变函数级数展开的定理
,

应力主项又可写成
: a , , (r

,

0) = ,
凡

,

子
, ,

(0)
.

从而
,

I 型裂纹在

三维变形状态下
,

裂尖附近的应力主项的一般表达式为
: 。 , J (r

,

0
,

z) = : K!
,

(z) 子
, J (0

,

2)
.

2)

在三维变形状态下
,

I 型裂纹裂尖附近的厚度方向的正应力几
:

与。
: : ,

a , ,

具有相同的量级
,

且三个正应力沿
r 方向的变化率相同

,

因此
,

沿 : 方向的正应力 a
: :

是 不可忽略的
.

上述两

个结论可为用数学的方法求解三维变形条件下
,

I 型裂纹裂尖奇异场提供二个假设
,

从而简

化求解工作
.
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