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摘

为进一步探讨层状复合材料结构边缘效应
,

我们引用了数值
一

摄动法
,

它是基于合成展 开和

改进的最小二乘加权余量法之藕合
.

为突出边缘效应
,

我们着重讨论
“

边界层
’

区内的解即所谓

内部解
.

作为例子讨论了两层和四层对称铺设层合结构
.

一
、

引 言

自从文章 [ 1 〕提出复合材料层合板的边缘效应之后
,

引起了很多学者的关注
,

接着有不

少文章对此进行了进一步的讨论
〔“’“ L7 ’.

他们的研究表明
,

在 自由表面近区—
即所谓

“

边界

层
”

内所潜在的高应力梯度将限制层状结构的承载能力
,

并且认为也是层状结构破坏 的
“

源

泉
” ,

因此对
“

边界层
”

内应力数值大小和分布的分析
、

计算可以说是层状 结 构 设 计 的 关

键
。

对复杂几何形状 或受力状态 的复合材料结构进行精确的计算一般是不太可能的
,

大多数

都是利用数值分析技术
,

例如
,

直接从微分方程出发的有限差分法
【“’和摄动法

〔3 ’,

基于变分

原理的有有限单之法
‘4 ’、

瑞利
一

李兹法
‘5 ’以及迎列金方法

‘”’,

还有基于瑞利
一

李兹法和匹配渐

近展开的所谓祸合法
〔7 ’.

本文将引用数值
,

一

摄动法
,

求解区域被分成两个不同的子域
:

内部区 域 和边界层区 ; 外

部区域的求解可用一般的数值方法
,

本文讨论的重点放在
“

边界层
”

区域即所谓
“

内部解
”

上
。

二
、

数 学 模 型

我们考虑一个三维计算模型 (图1 )
.

在长度方向二作用有均匀拉伸应力厅了
,

勿平面位于层合板的中面内
,

而
之轴垂直于中面

,

翔
z 坐标系的原点取在层合板中的中心

,

假定层合板是由Zm 层组成
,

并且 是关于 中面对称铺

层
.

再者假定层厚h
‘

与中面特征长度l相比是很小的
,

即假定

{
《 1

下面定义三个无量纲变量

中国科学院科学基金资助课题
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c
.

边界条件

在5
1

上

, 口‘一

{
在5

2

上 (对称面上 )

甜二 O
,

0

( J + 1 )a 落

(自由表面)

(i= 3
,

4
,

5 ) (2
.

1 2 )
j= 1

,

2
,

⋯
,

M 一 1 ) 层间)

卫a ‘= 0 (i= 4
,

5 ) (2
.

1 3 )

在5
3

上 (, 方向自由边上 )

夕a ‘二 0 (i二 2
,

4
,

6 ;

三
、

内

j= 1
,

2
,

⋯
,

M ) (2
.

1 4 )

部 解

下面我们着手求控制微分方程 (2
.

2) ~ (2
.

4) 在边界条件(2
.

13) ~ (2
.

1 4) 下 的解
.

设
u = u (o ) (戈

,

夕
, z , ￡) + u (‘)(戈

,

刀
, z , ￡) (3

.

1 )
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,

刀
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.

2 )

川 = 田 (o )(劣
,

v
, 之 , 。)+ 田 (‘)(%

,

粉
, 之 , 君) (3

,

3 )

其中
, u ‘“ ’, v ‘。 )和。‘“’为外部解 (o u te r s o lu tio n )

u “ , , 。“’和二 (‘’为内部解 (in n e r s o lu tio n )

令 刀=
夕一 1

巴
(3

.

4 )

将内部解和外部解展开成
。的幂级数
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将 ( 3
.

5) 和 ( 3
.

6) 代入 ( 2
.

2) ~ ( 2
.

4) 中
,

我们就可得到任一层外部零级解
:

u
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,
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及内部解各级 (下面为书写简单起见
,

省略内部解的标志
“
i’’ 和各层的标志

“

j’’
,

即 , u
梦写

成
。。⋯ ) (假定切

_ : , 二 _ z , “ 一 ; , 。 _ z , 。 一 : , 。一 :
等为零 )
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.
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我们感兴趣的是内部解
,

即自由边附近的解
,

若仅取零级
,

则控制方程(3
.

7) ~ (3
.

9) 变

为
:

口么u

鲡 丽; + ““

磁
口Zu

= O

口Zv

c 4 4
口万

一

+ 几 2 令
+ ‘一 + “‘毛’

= O

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )
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鲁
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控制微分方程是以位移
。。, 。。
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。
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:
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,
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,
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四
、

数 值 分 析

经过上面一系列假设
、

推导之后
,

现在层间效应的计算问题化成在边 界 条件(3
.

13 )~

(3
.

1 7 )下求微分方程 (3
.

1 0 )~ (3
.

1 2 )的解
.

虽然微分方程 (3
.

1 0) 一 (3
.

1 2) 比(2
.

2) 一 (2
.

4) 简单得多
,

但是要精确地求其解却是困难

的
.

下面我们求其数值解
,

为此先讨论更一般的情况
.

假定

L U = f

C u = g

在求解区域O内

在Q的边界S上

(4
.

1 )

(4
.

2 )
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L
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⋯
, g 。 )

}

L ‘, 和C ‘, 为微分算子
, m 为边界段数

,

即 S = 习 S 。.

为求方程 ( 4
.

1) 在边界条件 ( 4
.

2) 下的近

似解
,

令
u二乙 N ‘u 。

。 = 乞 N ‘。‘

百一 1

。 = 乙 N ‘。‘

或 u = 〔B 〕6

这里6 r 二 ( u ; , 刀 : ,

切 ; ,

⋯
, “。 , 刀 。 ,

功。

)

( 4
.

3 )

1 .J.
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2
⋯ 。

,

: 〔: ‘〕一

〔
N . 0

O N ‘

0 0

N ‘
暂时称为试函数

, 6 为待定参数
,

将( 4
.

3) 代入 (4
.

1) 和 ( 4
.

2)
,

一般说来是不会满足该方

程
,

于是求得余量

R ‘二L u 一 f= L B 6 一 f二 A ‘6一 f ( 4
.

4 )

R 。= C u 一 g = CB 6一 g = A o 6一 g ( 4
.

5 )

或写成统一的形式
:

R = [ A 〕6一F ( 4
.

6 )

由最小二乘加权余量法
,

我们分别在Q内和边界S上选取
。‘和 n 。

个点
,

并将其坐标值分别代

入相应的方程 ( 4
.

4) 和 ( 4
.

5 )
,

最后可导出确定参数 6 的线代数方程组
:

A r A 6 = A , F ( 4
.

7)

求解方程组 ( 4
.

7 )
,

将 6 的数值代回方程 ( 4
.

3 )
,

则可得到方程组 的近似解
,

但是由于取点和

选择试函数的任意性
,

结果有时不是太理想
,

特 另11是它很难反映局部变量的突变情况
,

这里

我们再提出一个改进的算法
,

它不要求在全部求解区域上选取试函数N
‘,

在Q内和S 上任取
。
个
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结点 (应力梯度变化大的地方结点个数多取一些 )
,

他们的结点参数就作为待求的未知量 (如

同有限单元法一样 )
,

并且每个结点值 u
’ ,

将用它邻近的若干个结点参数值来逼近
,

即

u e
= [ B 〕6

e

( 4
.

8 )

对每个所取结点—内点或边点
,

仍有余量方程

R ‘
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e
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e
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e
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e
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e
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( 4
.

9 )

或 R 。
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e
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e

6 一 g
‘

( 4
.

10 )

这里C
。

为局部结点参数 6
“

与总体结点参数 6之间的转换矩阵
.

写成统一的格式则为

R (X
e

)二K
e
6一 F

e

( 4
.

1 1 )

每个结点 (内点和边点 ) 都可列出类似的方程
,

最后利用最小二乘加权余量法
,

同样可得出

下列确定 6的线代数方程组

K T K 6 = K T F ( 4
.

12 )

现在可将这一算法用于求解方程 ( 3
.

7) ~ ( 3
.

9 )
.

这时求解区域。是
:
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〔
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含
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0]
;
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:
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又
,

相应的微分方程和边界条件的运算子分别为
:
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4
二〔1 1 1〕

作为例子我们考虑两层和四层对称铺设层合结构
,

即M 二 1和 M 二 2 的情况
,

对于 M 二 l

的情况
,

由于对称性仅取
_

L层来讨论
,

对内点我们将采用八结点二次插值 (如图2 )
.
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对边点我们采用四结点线性插值 (如图3)
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图 2
.

八结点二次插值 图3
,

四结点线性插值

苦‘

u (万
,

: )二 兄 切。u 。

k一 11

(4
.

1 4 )

沪专=
(1 + 万‘, 万)(1 + 忍‘。万)

4 {
对k二 2 的情况

,

由于对称性仅取两层作为计算模型
,

这时每一层可用上面单层 的作法分别列

出方程来 (所需注意 的是各层的内点分别由各层的结点进行插值 )
,

而两层交界处 的 结点则

由于连续性取同一数值
.

这样就得到一个统一的方程组
,

联立起来求解就可得到最后所需的
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