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摘 要

本文用线载荷积分方程法 (L L IE M )研究嵌在弹性半空间的刚性变直径圆轴的轴对称扭转
.

利用将
“

半空间的点环力偶
”

(尸R C H S) 这一虚的基本载荷沿对称轴的圆轴区间中分布就能使本

问题归结为一个一维的非奇异的F e rd hol m 第一种积分方程
,

且很易用数值求解
.

文中给出刚性

圆锥
,

圆柱
,

圆锥柱嵌在弹性半空间的扭转的数值计算的例并和他人的已知结果相比较
.

文中也

给出了刚性半球嵌在弹性半空间的扭转的精确解
.

概 述

嵌在弹性半空间的刚性圆柱体的扭转问题 已 由 L uc
。〔”研究过

.

但是他 的工作仅限于圆

柱体
,

而且他所用的方法 (推广的 H a n k e l变换 ) 十分复杂
.

除此之外
,

他的假设 (除了圆

柱体和半空间之间粘连约束外还用了〔1〕中的(8 )
,

(9) 两个假设 )
,

和所得到的积分方程 (两

个) 都很复杂
。

还有
,

嵌在弹性半空间的刚性变直径圆轴的扭转还没被研究
.

本文只采用轴

和周围物质完全粘连约束的假设用线载荷积分方程 法 (L L IE M )来 研 究 本 问 题
。

作者曾用

LLI E M 研究过几个问题
t“一 8 ’,

其优点是所得到的积分方程是一维的且是非奇异的
,

在这里
,

本问题再次归结为也是一维
、

非奇异的 F r e d hol m 第一 种积分方程且很易数值地求解
.

在第

二节
,

给出基本载 荷 PR CH S (半空间的点环力偶 ) 的解和建立积分方程
.

在第三节
,

给出

嵌在弹性半空间中的刚性半球的扭转的精确解
.

在第四节
,

给出嵌在弹性半空间中的刚性圆

锥
、

圆柱体和圆锥柱的扭转的数值例子
.

刚性圆柱体的数值结果和L uc
o的〔”作了比较

.

在作

者的另一文〔g 」中
,

理论地证明了本文关于刚性圆柱体的扭转的数值结果是正确的
,

而 L uc
。

在〔1] 中的结果是不正确的
.

二
、

PR CH S 的解与积分方程的建立

令
: ,

0
,

和 :
为圆柱座标

.

由问题的对称性知皆与0无关
,

且仅剩下沿 0 方向的非零的位

移
v .

非零的应力分量为
:

介夕= G (a。/击一
v
介 )

,

介
:

= G 口。/ a
二 (2

.

1 )

.
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式中G 为半空间的剪切模量
.

在忽略体力时
, v
满足下列平衡方程

:

口2 。
/ 口

r Z + r 一 ‘口。/ 口
r 一 r 一 2。 + 口Zv

/ 口
2 2

= o (2
.

2 )

对于 L L IE M
,

首先需要一虚 的载荷 的满足统率的线性微分方程(2
.

2 )的基本解
.

在此
,

在所有适合我们的问题的虚载荷中的最简单的 P R C H S 被选作基

本载荷
.

PR CH S 的 定义如下
:

定义
:

一个由沿着以
2
轴为心

, 。 为半径
,

作用面在半空 间

的 之二 c 的圆周切向均匀分布的单位长度上的力f所组成的环力偶

M = 2二a
f

·

a ,

当半径
a
趋于零时

,

其效应称
“

半空间的 点 环 力

偶
”

M (PR C H S )作用于
: 二 c (图1 )

。

即M = lim Z二a
f

·

a .

口 - ) 0

PR CH S M作用于
: == e 的解可由将 M in d lin

,

的〔1 0〕作用于半

空间内一点的水平力的解积分而得
.

现将此解列写如下
:

”(r
, 2 )= M

r (8二G )
一 ‘(R 褚 + R 扩)

: , 。(r , : )== 一 3M
r 么(8二)

一 ’(R 护 + R 护)

: 。:

(r , 2 )= 一 3M r (8二 )
一 ’〔(2 一 e )R J + (: + c )R扩〕

R ; ,

二仁r
Z + (之一 c )

“

] %
,

凡
,

二 [ r 么+ (二 + e )
艺

JI/z

图 1 一PR C H S (a , o )简图

{ (2
.

3 )

式中(r
,

习是观察点
,

(o
, 。 )是PR CH S的作用点

,

M 与0同向
.

显然
,

(2
.

3) 满足平衡方程 (2
.

2) 以及嵌有扭转轴的半空间自由表面 (z 二 0) 的边界条

件且具有最简单的型式
.

因此
,

(2
.

3) 被选作我们的问题的基本解
.

L L IE M 的 第二步是将基本载荷分布以满足边 界条件
.

在轴和半空间完全粘连约束的假

设下
,

对于母线为P= P( z) 的刚性迥转轴的扭转的边界条件是
:

.

由= 。(少
, : ) / P= K

,

对 (r
, : )〔S = { (夕

, : ) IP= P(z )
, z 〔〔o

,

L〕} (2
.

4 )

式中中是在轴表面上的点 (P
,

约 的扭转角
,

K 是给出的常数
,

S 是轴和半空间的交界面
,

L是嵌入长度
。

令带有未知集度函数为以
。)的PR C H S沿。(二 : )轴的「o

,

们中分布 (令 h< L
,

否则在半

空间的
: 轴上将有点出现奇异性

,

而这情形不是我们的问题的情形 )
,

亦即分布在半空间所占

的区间外
,

令边界条件 (2
.

4) 得到满足
.

由这样分布的PR CH S所引起的半空间中任一点(r
,

z)

的位移和应力分量用积分(2
.

3) 式即可得到并列写如下
:

·(·
, ·)一 (8汀 G )一

{:
(R 、 + R z’s )% (·)d ·
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: , 。(r
, :

,

一
3一(8汀)一

l:
: 。:

(r
, 之,

一
3 ·(8二 >一

{{

(R 护 + R扩 )% (e )d c

〔(: 一 c )R 护 + (: + e )R护〕戈 (e )d e {
(2

.

5)

将 (2
.

苏)代入(2
.

4 )
,

得
:

I:
(R 、 + * 、)/ (· )、一 8兀。、 ·。: 。

,

: :

式中R
, ,
= [力

2 + (: 一 e )
“

〕%
,

R
Z ,
一仁P

Z + (z + 。)
“

〕%
,

P= P(z )
.

(2
.

6) 是一个一维的
,

非奇异的F r e d h o lm 第一种积分方程且很易数值地求解
.

(2
.

6 )

一旦解得
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二 (c )
,

半空间中任一点 (r
,

力 的应力由(2
.

5) 式即可求得
。

总扭矩T 和二 (c) 的关系可由刚性轴的平衡求得为
:

: 一

{)
·(·)“一 2 二

{:
,

2

一‘,
, · , 仁1 + ‘“p / “· ,

’

〕一 t汽“·

(2
.

7 )

式中T 为与给定扭转角K 相应的总的作用扭矩
.

了 , ,

(P
, 之 )= r , 。(P

, z ) e o sa 一 T 。二 (P
, z ) sin a

ta n a = d P/ d Z

(2
.

8 )

(2
.

9 )

三
、

嵌在半空间中的刚性半球的扭转的精确解

对半径为R
。

的嵌在半空间的刚性半球的扭转的边界条件是
:

少二。 (P
, z )/ P = K

,

在 S = { (夕
, z )}P

Z + 2 2
二R 孟

,

斑〔o
,

R
。

」}
_

仁 (3
.

1 )

若将一PR CH S置于原点
,

即令
。= o

,

由(2
.

3 )式则有
:

。(r
, 二 ) /

r = M (4二G R
3
)
一 ‘

(3
.

2 )

式中 R = (r
Z + 2 2

)%
·

显然
,

若令R = R
。 ,

则(3
.

2) 式满足 (3
.

1) 式
.

因此(3
.

2) 是本问题的解
.

由半球的平衡
,

得作用扭矩 T 二M
。

因此
,

此解可列写为
:

v (r , “ )一K r (R
。

/ R )
3 ,

K 一 T (4“G R 才)
一 ‘

1

: , 。(r
, z )

一
3 T r “‘4‘R

“
,
一 ‘

}
T 。:

(r
, 之 )= 一 3 T r 之(4 二R

3
)
一 ’

(3
.

3 )

四
、

数 值 解 及 例

此处 用来解F r e d hol m 第一种积分方程(2
.

6 )的数值方法是直接离散法
.

令A 二二b是

{:
“(·

, · , / ‘·, d一尸‘· , 白勺“散型式

A % = b

式中A 一 [。‘, 〕是一。 x n 矩阵
,

(4
.

1 )

b二 {b
‘

}和戈二 {x j }均是
n列阵

.

A (z ‘
, c )d c ,

b
‘
二F (z ‘)

,
% , 二 戈(c , )

(j一 1 )‘

�

l
‘

一一
.

7a

( i

t二 (h 一O) /
n , n 是求解的线性方程数目

.

作为例子的刚性圆锥
,

圆柱和圆锥柱的扭转已作了计算
。

,

J“ 1
,

2
,

⋯
, 行 ( 4

.

2 )

一些有意义的结果列举如下
:

4
.

1
.

嵌入的刚性圆柱的扭转

我们最关心的是作用于刚性圆柱和周围介质接触面上的约束应力的研究
.

图 2 表示应力

沿边界的分布
.

四点特点应当注意
:

1
.

介 , ( r 。
, ‘ )沿侧表面o镇 : < L精确地保持同样值

.

2
.

劫
:

( : ,

L )在端表面o ( r ( r 。与r
成线性关系地变化

; : 。:

( :
,

L )对扭矩T 的贡献很少可

以忽略
,

尤其是对较长的嵌入 (L /
r 。> 4)

,

因此
,

我们建议用近似公式计算介
。(r

。 ,

2)
.

: , e ( r
。 , : ) = T ( 2二r 言L )

一 , ,

对L /
r 。> 4 ( 4

.

3 )
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3

4

应力沿边界分布在角 (r
。,

L ) 上有不连续点
.

上述性质与L /r
。

无关
.

由图 2 可见
,

我们的结果 与 Luc
o 的 (图 2 中的点划线 ) 结果差别颇大

.

作者的另一文

仁创的理论分析表明本文的数值结果与理论 分析结果精确地一致而 L uc
o 的结果是不正确的

.

井绪
,

r。

_ -
.

一 Lu OO 怡

-
本文结果

1
.

朴一(r o . 之)

2
. r 一:

(护
,

幻

4
.

2
.

嵌入刚性圆锥的扭转

图 3 表示应力介
。

(P
,

力 沿边界与
r
!成线 性 地 变

化
.

最大应力发生 在 (L ta n a ,

0)
.

因介
,

(P
,

劝 沿 边

界线性地变化
,

因此用 (2
.

7) 式我们可以得到最大应力
: 。,

(r
。 ,

0 )的表达式
:

r e 。 (r
o , 0 )= 二r 言T / (Z

sin a ) (4
.

4 )

式中
r 。== L ta n a

·

力刀I

2
/

’

,

/
尹

/ 人
漆拼井

.

0 0
.

2 0
.
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6 0
.
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.

嵌入刚性 圆锥柱的扭转

图 4 表示出对刚性圆柱和圆锥的特点均保持在由圆

柱和圆锥的组合体中
。

图2 嵌在半空间中的受扭刚性

圆柱表面上的应力分布图
r外

r
/

ro . : 于
扮 阵

诬

旨
0

.

石

奋
鹉

0
‘

5 笼
一

0 石 L :十 L :

图 3 嵌在半空间中的受扭刚性圆锥表面

上的应力分布图

图4 嵌在半空间中的受扭刚性圆锥柱表面

上的应力分布图

.汀小t‘产百勺
训
-

十l口月」

护沪�\

参 考 文 献

[ 1 ] L u e o ,

J
.

E
. ,

T o r s i o n o f a r i g id e y li n d e r e m b e d d e d i n a n e la st i e li a lf sp a e e ,

J
.

A PP I
.

M e e h
.

刁S ME
. ,

43 ( 1 9 7 e )
,

4 19一 4 2 3
.

[ 2 1 Y u n ,

T
.

Q
. ,

A n i n t e g r a l e q u a ti o n m e t h o d fo r so lv i n g t h e to r si o n p r o b le m o f

r e v o l住ti o n b o d i e s
,

J
.

H
.

1
.

T
. ,

1 ( 19 7 9 )
,

8 2一 9 7
,

( E n g li s h e d i t i o n )

〔3 〕 Y u n ,

T
.

Q
. ,

P i le a n a ly si s b y si m p le i n t e g r a l e q u a ti o n m e tli o d
.

A PP I
.

M a th
.

a n d

肛 e e h
. ,

2
,

3 ( 10 8 1 )
,

3 3 1一 5 4 9
.

( E n g li s h e d i t i o n )

〔4 ] Y u n ,

T
.

Q
. ,

U
.

C
.

Sli a o a n d C
.

G
.

Q i u
,

A n a lv s i s o f e llip s o id e o m p r e s s e d by

t w o a x i a l c o n c e n t r a t e d fo r e e s a t t w o e n d s ,

Ap 户r
.

M a才h
.

a
耐 M e e h

. ,

2
,

.

6 ( 10 5 工)
,

6。。一7 1 0
.

( E n g li sh e d i t i o n )

〔5 〕 云天拴
,

水平刚性岩基上的弹性层表面受垂直集中力间题的积分方程解法
,

固体力学 学 报
,

3

( 1 9 8 3 )
, 3 7 5一 3 8 2

.



嵌在弹性半空间的刚性变直径圆轴的扭转 4 1 5

[ 7 〕

〔8 〕

〔9 〕

[ 1 0〕

云天拴
,

嵌在倾斜半空间的轴向受力刚性桩的线载荷积分方程法 的 分析
,

固 体力 学 学 报
,

1

(19 8 6 )
,

6 4一 6 8
.

云天锉
、

张进敏
,

竖井的近似分析
, _

卜海力学
,

1 (19 8 6)
,

50 一54
.

云天锉
,

线载荷积分方程法分析嵌在 }卜均匀华空问的轴向受力桩
,

第 i6 届国际理论与应用力学

大会 (I C T AM ) 中国学者论文集锦 (上册 )
,

中国力学学会编
,

大连工学院出版社 (19 8句
,

6 3一7 4
.

云天拴
,

包含一受扭迥转轴的半空间的性质
,

应用数学和力学
,

9
,

6 (198 5)
.

M in d lin
,

R
.

D
. ,

F o r e e a t a p o in t in th e in t e r io r o f a s e m i一 in fin it e s o lid
,

J
.

o f

P h脚I’cs
, 7 7 (1 9 3 6 )

,
1 9 5

.

奋

T o rsio n o f R ig id C lre u la r Sha ft o f V a ryin g D ia m e te r

E m b e dd e d in a n E la stie H a lf Sp a e e

Y u n T ia n 一 q u a n

(D e Pa r t州 e 粉t o f M a the 脚 a t‘e s a n d M e c ha n 玄e s ,

5 0 。才h C人￡。a l”s才‘才。才e

o f T e c h” 0 10 9 9
,

G “a ” g Z ho “)

Abs t ra e t

T li e a x ia lly s ym m e t r ie to r s io n o f r ig id e ir e u la r s h a ft o f v a r vin g d ia m e te r e m b e d
-

d e d in a n e la s tie h a lf s p 几 e o 1 5 s t u d ie d b y lin e 一 lo a d e d in t e g r a l e q u a tio n m e th o d

(L L IEM )
,

w h e r e th e p r o b le m 15 fo r m u la t e d b y d is tr ib u tio n s o f fie tit io n s fu n d a m e n ta l

Io a d s PR C H S (p
o in t r in g e o u p le in h a lf s p a e e

)
a lo n g th e a x is o f s y m m e t r y i n in te r -

v a l o f th e sh a ft a n d 1 5 r e d u e e d to a o n e 一 d im e n s io n a l a n d n o n 一 s in g u la r F r e d h o lm in t e -

g ra l e q u a t io n o f th e fir s t k in d a n d 15 e a s ily s o lv e d n u m e r ie a lly
.

N u m e r ie a l e x a m p le s

o f t o r sio n o f r ig id e o n se
, e y lin d e r , e o n ie a l一 e y lin d e r e m 6 e d d e d in a n e la s tie h a lf s p a e e

a r e g iv e n a 力d e o m p a r e d w it h th e k n o w n r e s往 It o b ta in e d b y th e o th e r s
.

T h e e x a e t

s o lu tio n o f t o r s io n o f r ig id h a lf s p h e r e e m b e d d e d in a n e la s t ie ha lf s p a e e 15 a ls o

P r e se n t e d
.


