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摘 要

就析架结构而言
,

本文在结构变化定理的基础上提出了计算杆内力
、

杆应力和节点位移 关 于

杆面积偏导数 (梯度 ) 的一组公式
.

与已有的计算结构响应的梯度公式比较
,

在一般 情形下
,

用

本文公式进行计算所需的附加载荷个数最少
,

因而计算量也小
.

这对于广泛使用响应梯度 的 许多

优化方法有减少机时的实用价值
.

另外
,

我们还将导出的梯度公式用于满应力设计
,

得 到一个 改

进的满应力迭代公式
.

算例表明与简单应力比法相比
,

改进的方法大大地减少了收敛于 满 应力
一

设

计所需的结构重分析次数
.

一
、

引 言

近升年来
,

在结构优化设计领域内已积累起大量的可供工程实践应 用的算法
.

其中有相

当一部分使用范围广
、

效率高的算法
,

诸如基于 K u h n 一
T uc k e r

条件的优化准则 法
,

采用约

束线性化的一类数学规划法
,

颇大的计算量花费在结构响应 (如位移
、

应力) 对设计变量的

梯度计算
,

即灵敏度分析中
.

如所周知
,

目前常用的灵敏度分析法有 伪 载 荷 法
〔‘’和虚载荷

法 〔“’
二种

.

考虑一个有
n
个设计变量月

, (j 二 1
,

2
,

⋯
,

的
, n ,

个节点自由度的有限元结构
,

外载

有nc 种不同的工况
.

采用直接刚度法
,

结构的刚度方程为

K D ‘= F ‘ (l= 1
,

2
,

⋯
, n 。

) (1
.

1 )

式中K 为结构的刚度矩阵
,

下标 l代表工况号
.

假设载荷 F ‘ 与设计变量的取值无 关
,

则由

(1
.

1) 式两边对A 了
求导得节点位移D ‘的梯度

段一
尤

一 ‘

段
Dl

(1
.

2 )

又设第公单元的应力依赖于节点位移 的关系为
a ‘乙= e

于D
‘

其 中
e ,

为与设计变量无关的列矢量
.

利用(1
.

2) 得到单元应力的梯度

(1 3 )

a a ‘z

口A ,一
: K 一

毅
一

马
(1

.

4 )

(1
.

3) 和(1
.

4) 式为用伪载荷计算结构响应的梯度的表达式
.

显然对所考虑的问题而言
,

要对

叶开沉推荐
.
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在不同工况作用下 约节点位移和单元应力作一完整的灵敏度分析总共需引入
n x 。。

个附加 的

伪载荷(。K /。月 , )D : .

虚载荷法则是根据虚功原理在欲求节点位移的方向引入单位虚载荷
,

我们有 (推导可参

见文 [幻 )
:

黯一
”丁
毅

” :

(1
.

5 )

式中D ‘:
为在第 l工况作用下沿 i方向的节点位移

,
D ‘
为与 ‘方向相应的单位虚载荷 产 生 的

虚节点位移矢量
.

又由 (1
.

3) 式
,

在引入虚载荷矢量
e ‘后用同样的方法可得到应力分量的

梯度表达式

赣乡一
“丁
蒜

一

且 (1
.

6 )

式中d 。为由虚载荷
e ‘
产生的虚节点位移矢量

.

从式 (1
.

5) 和 (1
.

6) 易见用虚载荷法求位移

分量的梯度需要引入
n ,
个附加虚载荷 , 求应力分量的梯度则要引入

n
个附加虚载荷

.

此因作

一完整的灵敏度分析总共需要引入
n + 街个附加虚载荷

.

下节中我们将应用结构变更定理
〔“’
来导出析架结构响应的一组新的梯度表达式

,

用这组

公式进行完整的灵敏度分析只需引入
n
个附加虚载荷

,

因而较之上述的二种分析法有节省计

算量的优点
.

二
、

析架结构的灵敏度分析

现假定上节中考虑的结构为析架结构
,

并设该析架第j杆的横截面积由A ,
改变为 a , A J

而

其余杆的面积保持不变
,

则结构变更第一定理
〔“〕
给出变更后结构的杆内力 户‘: 与变更前结构

的杆内力尸
, ‘的关系为

户“ = P “ + f
‘, r J‘

尸, ‘一 a , (P , ‘+ f
, , r , ‘)

(i 一 a , )p , ‘

r “ =
一 _

一几
一

少
一 ‘ 一 ,

1 一 (1 一 a , )j , ,

(落寺j

(i二
} (2

.

1 )

式中 (2
、

2 )

(2
.

1) 和(2
.

2) 式中下标 l代表工况号
,

人
, 为由作用在 j杆两端点的一对大小相等方向相反的

单位轴向拉力所产生的 ‘杆的内力
。

为此
,

要给出析架的任一杆面积的改变所引起 的内力改

变就必须考虑
”
对这样的附加载荷

,

它们构成一个单位载荷矩阵
,

其第j列代表作用在第j杆

的一对轴向单位拉力
。

文 〔3〕表明这一单位载荷矩阵恰好是联系杆伸长和节点位移的位移变

换矩阵C的转置
.

因此用直接刚度法就可得到与单位载荷矩阵相应 的节点位移矩 阵 g 和杆力

矩阵f (其元素为人户
,

它们是

夕= K
一 IC T (2

.

3 )

和

f= k C g (2
.

4 )

(2
.

4) 式中壳为由各杆刚度幻组成的对角线矩阵
.

结构变更第二定理
〔3 ’给出了原结构和变更

后结构的位移分量D “和D “的关系

D ‘z = D ‘z + 夕、, r , ,

(2
.

5 )

式(2
.

1)
,

(2
.

2) 和 (2
.

5) 可用来得到杆力
,

杆应力和节点位移关于杆面积的 偏 导 数 公式
.
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第j杆面积的改变是

△A , 二 (a , 一 1 )A ,

相应的杆力改变为

A P “二f
‘, r , ‘

A P , ‘= (a , 一 1 )P , ‘+ a ,
f

, j r , ‘

将 (2
.

7) 式两边除以AA , ,

利用 (2
.

6) 和 (2
.

2)

(2
.

6 )

(i寺j)

} (2
.

7 )

(i

式
,

并令△A ,
趋于零

,

我们有

、.1
者、

!
-,J;了

.

一今一
了龟Z、
.

P“

一
不

f
‘,

一一
“了尸一月日

�口

口P , :

口A ,

( 2
.

8 )

( 1一 f
, , )

应力的偏导数为

1 口P j z P , z

玛
一

日街 一 直 l

(玄钾j

(泣二 j

( 2
.

9 )
l

/、

!
L

一一

、

、.口产.Pil儿aa/弃.、
、

口a ‘l

口A j

将 (2
.

8) 式代入上式得

口A ,

用推导杆力偏导数的同样方法 由

f
‘, ( 2

.

1 0 )

(2
.

5) 式可以得到
口D ‘:

万 刁 = 一 口邓 g 汀
u “

.

l j
( 2

.

1 1 )

( 2
.

8)
,

( 2
.

1 0 )和 ( 2
.

1 1) 为析架结构响应的一组灵敏度分析公式
,

其中功 , 和了
‘,
由式 ( 2

.

3)

和 ( 2
.

4) 给出
.

显见用这 一组公式进行完整的灵敏度分析只须引入
n
个附加载荷 C r 。

三
、

各类灵敏度分析表达式恒同性的证明

用伪载荷法和虚载荷法计算结构响应量梯度表达式的恒等性已有证明 (如 见文 〔4」)

因此我们只须证明本文导出的梯度表达式与伪载荷法的相应公式的恒同性即可
.

记 由位移变换矩阵C的第 i 行构成 的列矢量为C ‘,

则结构的刚度矩阵可以表为

K = 乙 C ‘ k 。C了 ( 3
.

1 )

对于析架
,

应力表达式 ( 1
.

3) 中的矢量l‘为

C
吞一月

一一

由此得

口‘l =

(3
.

1) 式两边对A ,
求导得

口K
口A ,

A
匕 C于D ‘ ( 3

.

2 )

一受
c , C丁 ( 3

.

3 )

将上式代入 (1
.

2) 的右端并用 (3
.

2) 得
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:凳一
几武

一 ’C ,

(3
.

4 )

从 (3
.

4) 式可直接得到

日D
‘z

口月j
= 一 a , :

E K 刁C , ,

= 一 a , ,

(K
一 ’

C r )
‘, = 一 a , ‘夕。,

(3
.

5 )

这与表达式 (2
.

11 ) 完全一致
。

将 (3
.

2) 两边对A ,
求导得到用伪载荷法求应力梯度的公式

一

会
C于
裳 (3

.

6 )

代入 (3
.

4 ) 后上式成为

扮一盘
C丁。

, ‘兀
一 ’
c j

由 (2
.

4 ) 和 (2
.

3 ) 式

(3
.

7 )

另一方面
,

f
‘, = k‘(CK

一 ’
C r )

: , = k、C子K
一 ‘C , (3

.

5 )

利用上式 (3
.

7) 变为

= 一飞
、

勺 f
‘, (3

.

9 )
讨

·

7J月日
�
口

此即同 ( 2
.

1 0 ) 式
。

四
、

灵敏度分析在满应力设计中的应用

我们来考虑将第二节中得到的灵敏度分析公式应用于结构的满应力设计的情形
.

满应力

设计的简单应力比迭代式为

A 子
+ ‘= A 令m a x ( a乳/ a

‘) (玄= 1
,

2
,

一
, ”) ( 4

.

1 )
1《l《

。c

或

A梦
+ ‘= m a x (P乳/ a

‘) ( f= 1
,

2
,

⋯
, 。 ) ( 4

.

2 )
1( l《

。 c

上述两式中 A 少和 A梦
十 ‘

分别为第m 次和第 m + 1 次迭代后得到的杆面 积 ; a 界
,

尸乳为第。次迭

代后相应于载荷工况l
,

i杆的应力和内力
; a ‘为‘杆的容许应力

,

当 a 乳或 尸界为正时取为拉伸

容许应力
,

为负时取为压缩容许应力
.

简单应力比法的简便
、

计算量小及收敛速度与设计变量数目无关的特性是众所周知 的
,

因此为工程实践所乐于采用
.

但也早就认识到
‘S J、 ‘“’在某些情况下简单应力比的收敛速度可能

是相当慢的
.

为加速收敛进程唐燮黎
〔7 ’曾建议应用杆力关于杆面积的 T ay lor 展 开一次近似

式来得到一个修正的迭代式
:

邓“ 一

! 尸于十 乙 (绘
一

)
’ (
、

‘
一‘了,

卜 ( 4
.

3 )

更早一些
,

G a lla g h e r 〔6 ’提出过应用杆应力的T a y lor 展开一次近似式来进行满应力迭代
,

称

为灵敏度矩阵法
.

G al lag h e r 的迭代公式为
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睿(瓮
一

)
‘

(A梦
十’一 A 7 ) = a ‘一 a 丁 (4

.

4 )

应用偏导数公式 (2
.

8) 和 (2
.

1 0)
,

(4
.

3) 和 (4
.

4 ) 均可用来建立改进的满应力设

计法
.

但首先我们就 (4
.

3) 和 (4
.

4) 用于静定结构设计的情形作一比较
。

如所知
,

对静定

结构有

(i
,

j= 1
,

2
,

一
, n ) (遵

.

5 )

。 _ ‘

0
U 。 ‘ _ J

巩一
飞 _ 少

‘ (4
.

6 )

A
‘

(i今j)
(i

,

j= 1
,

2
,

一
, n )

(i= j)

应用 (4
.

5)
,

(4
.

6) 简化为简单应力比迭代形式

A 梦
十’二尸于/氏

因而只须一次迭代就收敛于满应力设计
.

而当 (4
.

4) 式用于静定结构的设计时
,

将 (4
.

6)

代入 (4
.

4)
,

并稍作变化就得到
J

_
,

尸乎
月 ;

’ ‘

= 万犷一
月犷
a ‘a 丁

(a ‘一 a 丁)
“

显然不能通过一次迭代收敛于满应力设计
.

为此我们宁愿取 ( 4
.

3) 的形式
.

对于有
。。

个载

荷工况的结构
,

应用 (2
.

8) 式
,

(4
.

3 ) 可改写为

月尹
十 ‘

m a x

抄
: “: 一 / “ :卜鑫

尸。, : (“: 一 / “ : 一 ‘)

)j/a. } (4
.

7 )
1嘴l《

。 :

上式即为应用杆力梯度得到 的改进满应力迭代公式
.

当对各杆还有最小横截面积 约 束 月
.

》

A ‘时
,

应取 由 (4
.

7) 式算得 的 A少
十 ‘与基‘

中较大者作为。 + 1次的迭代近似解
.

五
、

算 例

在应用 (4
.

7) 式进行满应力设计时
,

为避免由于忽略杆力的 T a
尹or 展开式二次项所引

起过大的线性化误差
,

在以下例子中均先做一 次简单应力比迭代
,

然后再用 (4
.

7) 式 进 行

迭代
.

用本方法计算所得之结果 与完全用简单应力比法以及用加速应 力 比 法 (第二种 a 取

法 )‘
7 ,所得之结果作了比较

.

从表 1
、

表 2和表 5 可以看出为达到收敛于同一精度的解
,

使用

本文方法所需的结构重分析次数只是简单应力比法 的十分之一
,

也只是加速应力比法的二分

之一到三分之一
,

因此大大提高 了收敛速度
.

由于在结构优化设计中分析结构要占用较大的

计算量
,

因而减少重分析次数对于提高计算效率有重要意义
.

所列举的三个 算例 的几 何尺

寸
、

载荷工况
、

应力限以及设计变量的初值叙述如下
。

1
.

三杆平面析架

杆长相同的三杆析架的几何形状和尺寸示于图 1
.

弹性模 量 E 二 1 0
7

磅 / 时
“,

重 度 p =

0
.

1磅 / 时
“,

拉压容许应力限相同为a “ 25 千磅 /时
“ .

结构承受两种载荷工况
,

分别为尸
,
~ 功

千磅和尸
2
= 10 千磅

。

初始设计取为A , 一 A 。二 刁
。
二 1时

“.

2
.

四杆空间析架

结构的几何尺寸示于图 2
,

材料的弹性模量
、

重度和各杆的拉压容许应力同例 1
.

两种承
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图 1 三杆析架 图 2 四杆空间析架

表 1

{

三杆平面析架满应力设计的结果比较

加 速 应 力 比 法 方 法
杆 号

面积

简 单 应 力 比 法

〔时勺 应力 (千磅/时勺 面积 (时
2
) 立力 (千磅 / {〕口

一

2

)

本 文

面积 (时
2
)

0
.

5 3了16 2 5
.

DOD 0
.

5 3 7 1 5 2 5
.

0 D0 0
.

5 37 15

0
.

2 D30 1 2 4
.

999 0
.

2D29马 2 5
.

0 DD 0
.

20 2 99

0
.

8 0 16了 一 2 5
.

DD0 0
.

8 0 16 8 一 2 5
.

0 D0 0
.

8 0 16 8

{应力 (千磅 /时
2
)

2 5
.

0 0 0

2 5
.

0 D0

一 2 5
.

0 0D

的数磅嗯任
.

次量析重分

表 2 四杆空间析架满应力设计的结果比较

方 法

应力 (千磅 /时
2
)

一2 5
。

00 D

一2 5
.

DOD

一2 5
。

0 0 0

一 2 4
.

9 9 .

文
�

水一

杆 号
简 单 应 力 比 法

面积 (时
2
) {应力 (千磅/时

2
)

1
.

6马马马 一 2 5
.

D0 0

2
.

5 2 8 2 一 25
.

0 0 0

2
.

1 3 0 2 一 2 5
.

0 0 0

0
.

G 450 一 2 4
.

马g仑

加 速 应 力 比 法
i

面积 (时
2
) 应力 (千磅/ 时勺

1
.

5 9 96 一 2 5
.

0 0 1

2
。

5 2 8 4 一 25
.

0的

2
.

1 2马8 一 2 5
.

D0 1

0
.

6 4 5魂 一 2 4
.

马马7

面积 (时
2
)

1
.

5匀马9

2
.

6 28 2

2
.

1 30 2

0
.

6 4 50

重量 (磅 )

分析次数

1 1 3

载工祝被考虑
,

工 况1为尸
:

= 10 千磅
,

尸 , 二 20 千磅
,

P
:

= 一 10 0千磅
; 工况 2为尸

,

二 20 千磅
,

尸, 二 一 5 0千磅
,

尸
:
= 一 15 千磅

.

各杆初始面积为 10 时“ .

3
.

八杆空间析架

该析架的节点3 ~ 6为固定铰支座
,

外载作用于 自由节点1和 2 (图3)
.

各节点的空间坐标

和二种载荷工况分别列于表3和表理
,

弹性模量E ~ 2 x 1 0 5

牛顿 / 毫米
“ ,

各杆的拉伸容许 应力

均取为25 0牛顿 / 毫米
“ ,

压缩容许应力均取为20 0牛顿 /毫米
“ ,

村料重度为p二 1 0 一 4

牛顿 / 毫米
“.

各杆 的最小截面面积和初始设计杆面积相同
,

分别为0
.

1毫米
“

和 1 00 毫米
“ .
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表 3 八杆空间析架的节点坐标 (单位

4 5 7

米 )

一一
尸~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ - 一

~ 脚~ , ~ . ~ ~ ~ 甲

节点号 3 4 5

0 O D

3 0 3 3 0

一二一一二一
_ _ _

旦
_ _

_

_ 3 “
, :

}
J

⋯

月二见
二

表 4 八杆空间析架的载荷工况 (单位 千牛顿)

载 荷
节

’

带
一,,i’’’’

.

1
’

一 ’

居暇万一

内U1nU

之
�

,人1几x.10

工况

图 3 八杆空间析架 工况 2 一 10

y 之 劣

3 0 1 0 1 0

3 0 一 1 0 一 1 0

g

2 D

一 2 0

表 5 八杆空间梅架满应力设计的结果比较

杆 号
简 单 应 力 比 法

面积 (毫米
2
) 立力 (午领/毫米

2
)

0
.

10 0 0 一 1 8 4
.

3 3

9 3
.

6 89 一 2 0 0
.

0 1

加 速 应 力 比 法

面积 (毫米
2
) {应力 (牛顿 /毫米

2
)

0
.

10 0D 一 1 8 4
.

3 2

9 3
.

6 90

26 9
.

3 2

15 9
.

9 0

一 2 00
.

0 1

2 6 0
.

3 2

1 59
.

90

79
.

5 8 1

1 25
.

0 5

一 20 D
.

00

2 50
.

01

一 2 0 0
.

0 0

2 4 9
.

9马

一 1 0 0
.

9 9

2 4 9
.

9 9

一2 0 0
.

0 0
JnJ叹

7 9
。

5 8 0

12 5 0 5

2 5 0
.

0 1

一 2 0 0
.

0 0

2 5 0
.

0 0

一勺拍n

0
.

1 0 0

5 8
.

4 1 0

0
.

1 0 0 0 一 1 0 0
.

9 9

5 8
.

4 0 9 2 4 9
.

90

重量 (牛顿)

分析次数

3 6 6
.

5 6 3 66
.

56

甲~ 目 ~ r

一一一

一
本 文 方 法

面积 (毫米
2
) 应力 (牛顿/ 毫米

2
)

一 一
0

.

10 0 0 1 一 1 8 4
.

3 1

9 3
.

09 1 一2 00
.

0 0

2 6D
.

32 一2 0 0
.

0 0

15 9
.

9 0 2 5 0
.

0 0

7 9
.

5 7 9 一 2 0 0
.

0 0

12 5
.

0 5 2 5 0
.

0 0

0
.

1 0 0 0 一 1 0 0
。

99

5 8
.

4 0 8 2 4 9
.

90

3 6 6
.

5 6

呼.八丹

7 5 16 5
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Se n sitiv ity A n a lysis o f T ru ss

to the Fu lly

St ru e tu re s a n d Its APPlie a tio n

Stre ss e d D e slg n

X
.

T a n g Zh a n g X iu
一

j
u a n

(H eha短 U ”i口ers i*,
,

N a nj‘n g )

Abstr盆Ct

B a s e d u p o n the th e o r e m s o f s t r u e t u r al v a r ia tio n s th is p a p e r d e r iv e s a s e t o f e x p r e s-

s io n s fo r e a leu la t in g p a r t ia l d e r iv a t iv e s o f i n t e r n a l fo r e e s , s t r e s s e s a n d jo in t d isp la e e
-

m e n t s w ith r e s p e e t t o b a r a r e a s fo r t r u s s s tr u e tu r e s
.

C o m p a r e d w ith th e k n o w n

fo r m u la s fo r fin d in g th e g r a d ie n t s o f s t r u e t u r a l b e h a v io u r s th e e a le u la tio n e ffo r t w ith

the p r o p o s e d e x p r e s si o n s in th is p a p e r 1 5 u s u a lly s m a lle r b e e a u s e th e a d d itio n a l

v i r tu a l lo a d in g s n e e d e d a r e r e la t iv e ly f ew e r
.

It 1 5 o f p r a e t ie a l sig n ifie a n e e to v a r io u s

o p t im iz a tio n m e th o d s in w hie h th e e a le u la t io n o f g r a d ie n t s o f b e h a v io u r s 15 w id e ly

u s e d
.

M o r e o v e r , a p p lyin g th e d e r iv e d fo r m u la s to th e fu lly s t r e s s e d d e s ig n (F SD )
,

w e o b t a in a n im p r o v e d it e r a t iv e 皿 e th o d fo r F S D
.

T 五e n u m e r ie a l e x a m p le s s h o w

th a t t五e n e w m e th o d e o n sid e r a bly r e d u e e s th e r e a n a lys is n u m b e r r e q u ir e d t o e o n v e r g e

to a n F SD in e o m p a r iso n w ith th e s im p le st r e s s r a t io m e th o d
.


