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摘 要

直接应用通常的有限单元程序来解接触问题会遇到数值困难
.

本文用极值 形 式 表 达接 触 问

题
,

并用优化方法求解
.

它并不要求事先给出所有边界条件
,

而只要给出约束条件就可以了
,

因

而特别适宜于求解接触问题
.

用本文提出的方法对上海交大制造的谐波减速 器中 的柔轮应力进行

了试算
,

结果与实验数据基本相符
.

一
、

引 言

谐波减速器的基本工作原理是由发生器使柔轮变形来实现转动运动的传递
.

当发生器使

柔轮变形时
,

发生器与柔轮之间的接触情况事先是不知道的
。

既不知道两者在那 些 点 上 接

触
,

更不知道接触点之间的接触力
.

它们本身就 是问题需要求的结果的一部分
.

这就是所谓

的接触问题
.

为简单起见这假定发生器是刚性的
,

因而遇到的是一个刚体与一个弹性体之间

的接触问题
.

使用通常的有限单元法程序必须事先给定边界条件
.

或者给定边界处的位移或者给定边

界处的外力
.

但在接触问题中
,

这两种边界条件均无法事先给出
,

因而无法直接应用通常的

有限单元法程序
.

本文用优化方法来迭代求解接触问题
.

为了使用优化方法
,

应有一个判断解的
“

好坏
”

的指标
,

然后在此指标取最小的意义下用迭代方法来不断改进所求得的解
.

当相应的解乃是
“

最好的
”
以至无法再予以改进时就得到了所安求问解

.

由分析力学 中的哈密顿原理可知
,

对于目前所处理的问题
,

这样的指标是存在的
.

即在

所有满足接触条件 (柔轮不能进入发生器内部) 的柔轮允许变形中
,

实际的平衡态将 是相应

的变形能为最小的那一个
.

这样
,

若以变形后柔轮中的变形能为指标
,

并将变形能表达为柔

轮变形的函数
,

那么目前所处理的问题将归结为在变形满足一定的不等式约束 (即满足接触

条件) 下求使变形能为最小的变形问题
·

这是一个典型的非线性规划问题
,

可用标准的优化

程序 (例如共扼梯度法等) 来求解
。

用极值问题的形式来表达接触问题是一 种
“

总体的
”

表达方式
,

它并不要求事先给出所

朱照宣推荐
.
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有的边界条件
,

而只要给出约束条件就可以了
.

因而特别适宜于求解接触问题
.

进而
,

在用

极值问题形式求解接触问题后
,

还
一

可求得实际的接触情况
.

二
、

柔轮中应变能的计算

我们知道
,

对于保守
、

完整的力学系统
,

在有势力作用下
,

在一切可能位移中
,

对应平

衡的位移所具有的势能为最小
。

假定柔轮的厚度很薄
,

因而可作为平面应力间题来处理
.

这时系统的总势能即弹性体内

所贮存的变形能 犷 (不计重力的影响)
.

由于弹性体内贮存的变形能只是位移 的 函数
,

因而

问题归结为在所有允许位移中求使犷最小的那一个位移
.

现在讨论计算柔轮中应变能的具体方案
.

记物体在x 和夕方向上的位移为
“(x

,

功和v( x
,

功
,

其中 (x
,

y) 〔口
,

而口是物体所占的区域
.

因而
,

应变
e 的计算公式是

T、、./
口

了 a u a v

。 = 、
一

而
’

如
日u 口u

万一 十
~
‘ 一

O 夕 0 劣
(2

.

1)

对于线性弹性问题
,

应力 a 与应变
e 之间存在关系

:

a = D e
(2

.

2 )

其中

护 0

i (2
.

3 )

护
一

1l

nIt
、

1上,�

D =
E

1一沪

O 0

这里E
、 ,
分别为柔轮材料的杨氏模量和泊松比

.

它们 由材料性质决定
,

而与 a 和 。 无关
,

因

而也与叮卿无关
.

这样
,

整个解域口中贮存的总变形能为

: 一 {{[fcr
, J 。」、d 。一 三

一

}{
一

。

二ed 、。
J J J 乙 夕 J

( 2
.

4 )

当我们在Sob ol ev 空间中给定了一对函数
“ (“

,

功与以
“ ,

妇后
,

可 由式 (2
.

1) 算出
e ,

再由

式 (2
.

4) 算出犷
,

可见厂是。 , 。的泛函
.

现在要解的乃是 Sob o lev 空间中具有约束的泛函极值

题问
.

但是
,

要给出区域。上的函数
。 , “的一般形式是困难的

.

通常
,

限定 “ , 。
具有某种特定

的形式
。

可 以有许多方法来指定函数
“ , “ ·

现将整个区域。划分为
;
个三角形单元

,

共得到 I 个节

点
.

当要指定函数“ , 。时
,

指定它们在这 l个节点上的值
,

并假定在每个单元内部函数
。 , 。
具

有形式
“ (x

,

g ) = c , + c : % + c 3y

口 (劣
,

夕) 二 c ‘+ c 。% + c 。夕王 ( 2
。

5 )

因而
,

只要给定了。 , 。
在l个节点上的值

,

也就在整个区域。上确定了函数
“ 和 。 .

若按上述方

法来选取位移函数
,

那么在第 胡个三角形单元 (其参数示于图 1 中) 中应变与位移之间的关

系为

B 。占二 ( 2
.

6 )
机

1刁
Q‘一一
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其中J 。 是此单元的面积

乃。二 (u
‘ , v ‘

,

u , , v j , u 。 , u *

) ,

(2
.

7 )

、、、龟...夕矛产n希七

a
‘

b

b
‘ 0

o a ￡

a ‘
b
‘

b , 0

0 a j

b、

0 (2
.

8 )

a , b , a 。

了
.

‘亨矛..,、、

一一讥
B

这里下标i
,

j
,

掩表示有关变量是属于第m 个单元中的第 i
,

j
,

k个局部节点的
。

了了了\\\\\
广广广

- -

-
- - -

-

一一一
{
_ _ _ ~

一
资

图

这样
,

第 m 个单元中贮存的变形能为

1 1
, , 。 , n n

。

1 。。
二

犷 “ == 厄 4刁认
。益。孟刀”刀“ 。‘= 厄

。孟八 ’。“ (2
.

9 )

而整个区域口中贮存的变形能为
犷一

鑫心
一
琪二

·
人 - l夕K 占

2
(2

.

1 0 )

其中K 为Zl x ZI 矩阵
,

咨= (u
, , u Z ,

⋯
, “l , 口 ; , 口2 ,

⋯ v ‘) r (2
.

1 1)

因而
,

在只允许按上述规定方法来选取位移函数u( , ,

功 和v( 戈
,

功时
,

厂是定义在欧氏空

间R
“‘中的函数

.

相应 的问题成为欧氏空间R
Z ‘中的有约束寻优问题了

.

三
、

解 约 束 优 化 问 题

这里用Pol a k一R ib ie r e
共辘梯 度法来解相应的寻优问题

.

为此需要知道函 数 犷 的梯度
,

它是
了口厂

v厂 = Lau , ’

(3
.

1 )
厂叭口口厂叽口口

其 中

(3
.

2 )

、‘..、.....J

、产
J厅

.

‘

。厂 / 。
u ‘
二 乙 k‘, u , + 兄 k。

, : 十 , v ,

鲜 、
,

口u 忍 /

(i二 1
,

⋯
,

l)
J . 1

a犷/a
。‘二 乙

了. 1

掩:
+ ‘ , , 。, + 兄 掩:

、‘ , : + , v ,

(i= 1
,

⋯
,

这里从, 是矩阵K 的元素
.
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若将矩阵K 分成四个lx l的子矩阵

K 一
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K

1 1

K
1 2

(3
.

3 )
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K
2 2 )
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5 )

用投影梯度法来处理约束问题
.

发生器与柔轮

的接触情况如图 2所示
,

其 中 R 是发生器中圆盘的

半径
, c 是相应圆盘的偏心矩

。

显 然
,

约束条件为

柔轮不得进入发生器
,

亦即 (由对称性
,

只考虑第

一象限中的情况)

(X ‘一 C + u . )
名
+ (夕‘+ v ‘)

“

) R
Z ,

(i== 1
,

⋯
,

l) (3
.

6 )

其中(
,
‘ 一

* ,

功) 是未变形时第 玄个节 点 的 坐 标
,

而

(u ‘, “ ‘) 是该节点的位移
.

上式中若取 大 于号
,

表

示柔轮上该节点与发生器是脱开的 ; 若取等号
,

表

示柔轮上该节点达到了约束边界
,

即已与发生器接触
.

迭代过程中
,

若柔轮上的某节点已与发生器接触
,

则它的进一步的移动只有两种可能
:

(1) 与发生器脱开
; (2) 沿发生器滑动

.

为判别应取哪一 种情况来继续进行迭代
,

可计算函数

犷的负梯度方向
.

若它与这一点处发生器的外法线方向的夹角a为锐角
,

进 一步迭 代时柔 轮

将在这一点处脱离发生器
,

此时不必修改函数 犷的负梯度方向
.

若 a 为钝角
,

进一步迭代时

柔轮上的这一点将沿发生器滑动
,

此时应以函数 犷 的负梯度方 向在相应节点处 发生器的切

线方向上的投影 (即投影梯度) 来计算进一步的搜索方向
,

并强制该节点仍与发 生 器 相 接

触
。

由上述分析
,

可引入下述约束算子与投影算子 (令
s 。== 二 ‘

一 。十 。‘, t‘= g ‘+ 。‘)
:

“’一 N ‘一 , 一
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‘
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王
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干
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么
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但
一
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,
+
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时对或若
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其它情况

犷价
仁a

�

口击了.lse少、月1
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、、..了
产
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,
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口口‘ 口犷
,
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其 中
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,
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,
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四
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,

⋯
,
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子

用上述优化方法对谐波减速器中的柔轮应力进行了试算
.

所取数据如下
:

1) 柔轮数据
:

齿数N 二 4 又 16 5 ,

内径 R ‘= 2 4
.

5 2 5厘米
,

外径 R
。
= 2 5

.

0 4 0 6 2 5厘米
,

齿高H = 0
.

15 厘米
,

齿顶宽度D 一 0
.

07 厘米
.

2) 发生器数据取如下六组 (其单位为厘米 )
:

“ ’万一
。

·

2

、

R = 2 4

‘2 ’干
“一 0

·

2

、

火= 2 4

(3 )

{
c = 0

_

2 3

R 二 2 4
_

3 7

= 0 2 2 (5 ) e产 0
.

2 1 ( 6 )

R = 2 4
.

3 8
{

c = 0 2 0

R = 2 4
_

3 9 {
R = 2 4

_

4 0

f、七
‘

,
矛月任了‘、

计算结果如表 1 所示
.

表 1

S X X 二
。x

SSS YY . 。 xxx

111 5 111

1116 888

一一
-

—
{

犷⋯一
1 1 1

SX Y m a x

3 7

14 4

8 1一9 3

6 3一08

3 2 0 5 3一 10 3

45一10 6

O口OJ一勺nU勺‘J叹

5 5 5 { 3 7 7

一 些一卜一些一1 12 8 { 6 D5

56 7

7 2 1

3 7一10 8

2 0一1 10

、,了、了、,
矛、、了-、‘,
、少

213‘5�6
了.、产r、r‘、了吸、护f、了吸
、

其中 S X X m ax ,

SY Y二二
,

SX Y m ax 的量纲为公斤 /厘米
,

PN 是接触段相应的齿轮编号
.

上述计算结果与上海交大所做的实验结果基本相符
.

在实验中
,

所取的偏心 矩
。= 0

.

23

厘米
,

而测得的最大应力为8 00 公斤/ 厘米
.
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