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摘 要

在复合材料层合板静力和动力分析方面
,

本文提出了一个层合板理论
.

此理论从板的总 挠 度

中分开了由弯曲所产生的挠度牙。与由剪切产生的挠度班
: ,

因而使得求控制方程的解变得容易了
.

而且便于讨论和分析 横向剪切变形对层合板弯曲
,

振动和稳定性的影响
.

一
、

引 言

对于纤维层合板
,

提出了多种适合于复合材料的静力分析及动力分析的层合板理论
.

首

先用来分析复合材料层合板的是经典层合板理论
,

这种理论建立在 K ir c hhof f 假设的基 础

上
,

忽略了横向剪切变形的影响
,

只适合于用来分析比较薄的层合板
.

由于在复合材料层合板中
,

横向剪切模量相对于平面杨氏模量来说比较小
,

因而横向剪

切变形的影响较大
.

因此
,

需建立能考虑这种影响的层合板理论
.

Y a n g
,

N or
r is 和S ta vs k y 〔‘’

把分析各向同性板的 M in dl in 板理论
〔“’推广到复合材料层合板中去

,

建立了能够考虑横向剪

切变形影响的Y N S层合板理论
.

而后
,

W hi tne y和Pag an
。〔“’
对此作 了一些发展

.

另一类理论称为层合板的高阶理论
【连’、 〔5 ’.

在这些理论中
,

沿厚度方向位移假设为 坐 标

的高次幂函数
,

因而能更好地用于层合板的分析
.

但是
,

求解高阶理论的控制方程是非常困

难的
。

无论是 YN S 理论
,

还是高阶理论
,

除了在极其简单的边界条件下能求得解析解 外
,

在

其他情况下是相当困难的
。

针对这一情况
,

本文对铺层对称的层合板建立了一种四变量的层

合板的理论
.

此理论能考虑横向剪切变形的影响
,

并由于从板的总挠度不中分开了由弯曲所

产生的挠度 研
。 与由剪切变形所产生的挠度 研

: ,

因此使得求控制方程的精确解变得容易了
.

特别地
,

关于 研
,

的方程是非常简单的
,

可 以容易地求出其精确解
.

这对于讨论和分析横向

剪切变形对板弯曲
、

振动及稳定性的影响带来了极大的方便
.

从砰
:

与万
。 的数值大小

,

就可

看出这种影响的大小
.

为了表明本文理论的精确性
,

我们给出了数值例子
,

其结 果 令 人 满

意
。

三、.咨
-

二
、

控 制 方 程

首先选取直角坐标系 (x
,

y
,

劝
,

把坐标原点取在板的中面上
,

使 (x
一

y) 坐标面与中面重
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合
, x

,

夕轴与矩形板的二条邻边重合
,

性对称面
.

由于层合板的横向挤压应力

系为
:

并假设层合板的每一层都有一个平行于 二一夕平面的弹
a :

很小
,

因此可以忽略不计
,

则每层的应力
一

应变关

、
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每单位长度的平面力
、

弯矩以通常的方法定义为
:

(N

一
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每单位长度的剪力定义为

:
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晋
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式中K 是剪切修正系数
。

板的上
、

下表面的边界条件取为
:

a
: z

(x
,

夕
,

士h/ 2
,

t) = o
,

a , z

(二
,

夕
,

士h/ 2
,

t)= 0 (2
.

4 a )

a
z

(x
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夕
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一h/ 2
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t )= P
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a
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(二
,

刀
,

h/ 2
,

t) = o (2
.

4b )

式中尸是表面载荷
,

t 是时间
,

前面虽然假设了 a :
~ o

,

但是它是维持平衡所必须的
.

对于对称正交铺设的纤维层合板来说
,

每层都可以看成是正交各向异性的
.

因此只 有 9

个独立的弹性常数
,

故应力
一

应变关系(2
.

1) 可简化为
:

J
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下面
,

我们来假设位移场
.

垂直挠度牙假设为
:

牙 ( x
,

y
,

*) = 牙
。( x

,

,
,

t ) + 不
s

( ,
,

g
,

才) ( 2
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式中不
。是由弯曲所产生的挠度

,

砰
,

是由剪切变形所产生的挠度
.

在这里
,

我们假设了挠度

沿厚度方向不变化
。

沿二
,

夕轴的平面位移
。 , v

假设为
:

· ( !
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。
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,
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7 a )
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7 b )

将 ( 2
.

6 )
、

( 2
.

7) 式代入弹性理论中的应变
一

位移关系中
,

然后代入 ( 2
.

5) 中
,

便得
:
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将 (2
.

8) 式代入(2
.

2 )
、

(2
.

3) 式中
,

可得剪力
、

弯矩与位移的关系
:

。
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七一 1

令立
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(2
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9 )式 中O
。· ,

Q b ,

是由弯曲所产生的剪力
;
Q

: · ,

Q
· ,

是由剪切所产生的剪力
·

为了简化方程
,

我们引进一个剪力势函数劝
.

因此
,

剪力Q b 二 ,

Q b’可 以表示为
:

Q 。:
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将 (2
.

1 5) 式代入(2
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便得层合板理论的控制方程
:

L 工;

班
。十 L

; :

研
。

十 L
, 3

矽= 。
,

L Z ,

研
。十 L

2 2

研
。

十 L o 3

势= o
,

L
3 1

牙
。+ L

3 2

研
。

十 L
。。

沪十尸二 o

(2
.

1 8 )

式中

曦

L
, l
= 一D

l ,

( )
, : 二 :

一 (D
, :
+ ZD

o 6

)( )
二 , ;
一 3 D

, 。

( )
, : : ;

一D
Z 。
( )

, , ; ,

+ R
,
( )

, 二 : 。

L
l :
= 一K A

4 6
( )

, ,
一K A

o 6
( )

, 二

L , 3 = (K G )
一 ‘

(D
, ;
A

、。
一D

, 。
A

。。
)( )

, : : :

+ 仁(K G )
一 ‘(D

I ;
A

; 4
一 D , : A

。。)

+ (K G )
一 ‘

(D
, 。
月

; 。
一 D

6 8
A

5 。

)」( )
, : : , + 〔(K G )

一 ’

(D
工。
A

4 4
一D

2 2
A

4 。

)

+ (K G )
一 ’

(D ; 6A
‘;
一 D Z。月。。)」( )

, 二 , , + (K G )
一 ‘(D

。。
月

4 、

一 D
Z :
月

; 。
)( )

, ; , , 一 ( )
, ,
一 (R

,

/ K G )A
4。

( )
, 二: :

一 (R
:

/ K G )A
4 4

( )
, , “

L
Z , = 一D

, 。

( )
, , : :

一 (D
, :
+ ZD o 6

)( )
, : 二, 一 3 D

: 。
( )

, 二 , ,
一D

Z : ( )
, , , ,

+ R
‘

( )
, , 。。

L
2 2
二一K 月

‘4
( )

, ,
一K A

、。
( )

, 二

L
2 3
二(K G )

一 ‘(D ; 。A
‘。一D

。。
A
。。
)( )

, : 二 二

+ [ (K G )
一 ‘(D , :且

4。
一D

: 。
且

。。

)

+ (K G )
一 ’

(D
, 。
月

、4
一D

, 。
月

。5
)」( )

, : : ,
+ 〔(K G )

一 ’(D
。。
A

4 ‘

一 D
:

浏
4 。
)+ (K G )

一 ‘

(D
, :
月

4 、
一D

2 2
A

。。
)〕( )

, 二 , , + (K G )
一 ‘
(D

Z 。
且

4 4

一 D
2 2
月

‘。
)( )

, , , ; + ( )
, :

十 (R ,
/ K G )A

o s
( )

, : : 。

+ (R ,
/ K G )月

4 。

( )
, , : ‘

L
s ,
= 一 R

。

( )
, 。:

L
s:
二K A

。。
( )

, : :

+ ZK 月
‘。

( )
, 二 ,

+ K A “( )
, , , 一 R

。

( )
, : ‘

L
s3
二 0

(2
.

1 9 )

三
、

对称正交铺设层合板的静力问题

对称正交铺设层合板是由 〔0o / 90
’

/0
‘

/.
·

门 的奇数层铺设而成
,

它具有比较好的弹 性 性

质
,

也是在工程上应用最为广泛的一种层合板
.

由于这种层合板的特殊性
,

它的一些弹性常

数为零
:

五l乏
, 二 E 轰留二 E 二吾

’= o

因此
,

月
I。
= 月

2。
= 且

4 。
= D

I。
= D

: 。
= 0

因而
,

(2
.

19 )式的微分算子简化为
:

!
怪

L “ 二
, : : :

一 D
3
( L1

2
二 一K A

o s
夕 劣

L
, 3
二

, : : ;
+

1 n

K G 刀
““
直

4 ‘ , 即

尹
才
.

1
·
盆刀

一 D x 一(

D
2

一 K G

一 D
3
(

, , , ,
一 (

)
, : : ,

一 D
2 2

( , 夕岁岁 , L
: 2
= 一K A

4 ;

( )
, ,

(3
.

1 )

1 。

二 一 K G 刀 66 直“ , 之 公 盆

D
1

十 补分
廿丈、

, : , , + (

二L
3 3
二 0

, L
。:
= K 月

。。

( )
, : :

+ K 刀
; ‘

( )
, , ,

与与L3t



2 9 2 叶 开 沉 邓 梁 波
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我们考虑四边简支的对称正交铺设层合板在载荷
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这样假设的牙
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劝满足边界条件 ( 3
.

4 )
.

将载荷尸= 尸
。s in (毗/ a)

、i n( 叼/ b) 和 ( 3
.

5) 式代入控制方程 ( 3
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2) 中
,

可以解得
:
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挠度和剪力函数的解为
:
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四
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数 值 例 子

例 1 三层的纤维层合板
,

四边为简支边(b /a = 3 )
,

其铺层为【0
.

/ 90
’

/0
.

〕
,

承受载荷为

尸二 Po
sin (二二/

a )s in (二夕/ b)
.

每层的材料弹性常数为
:
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每层厚度都相等
,

剪切修正系数取为K = 5 / 6 (在一些其他文献中
,

K 有时取为砂 / 1 2
,

2 / 3
,

见〔6〕
、

〔7〕)
.

由(3
.

7 )
、

(3
.

8) 式就可求得层合板的中点 (a / 2
,

b/ 2) 处的挠度
,

其数值结果见

表 1
。

例 2 四层层合板
,

四边简支
,

铺层为〔0
‘

/ 90
。

/ 90
。

/0
。

〕
,

每层厚度相等
,

承受与例 1 相

同的载荷
,

材料弹性常数也与上例一样
,

取K = 5 /6
.

这种层合板可以用铺层为〔o
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〕

的层合板来进行求解
L“’,

其中两 。
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层的厚度均为 h/4
,

中间 90
’

层的厚度为 h/ 2
.

同样
,

由

(3
.

7 )
、

(3
.

8) 二式可求得层合板中点处的挠度
,

其数值结果见表2
.

五
、

结 论

从前面的推导中显见
,

本文所建立的层合板理论能方便地应用于对称正交铺设层合板的

分析
.

由于垂直挠度不的假设
,

使得在控制方程中才
:

与其他二个变量 (砰
。 ,

妇解藕
,

简化了

方程的求解
.

特别
,

这对于分析和讨论横向剪切变形的影响极为方便
.

从数值结果 中可以看到
,

当a/ h < 10 时
,

横向剪切变形的影响很大
.

当a/ h< 30 时
,

这种

影响还不能忽略
.

因此
,

在复合材料层合板中
,

薄板的概念不同于各向同性板中的 薄 板 概

念
。
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