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Hamilton算子和 R 3中相似运动
X
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摘要:  四元数是一个可除环# 它可表达为 R3 中通过原点的平面中的四元数乘积的域# 利用

Hamilton 算子,定义了在该平面上的相似运动,并讨论了这些运动的新特性# 
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引   言

Pfaff [ 1]在叶面(包含 Ox 轴的平面) 上定义了四元数乘积# 借助该乘积,又定义了一个通

过原点但不包含 Ox 轴的平面上新的乘积,并讨论了此新乘积定义的某些性质# Agrawal[ 2]给

出了Hamilton算子的一些代数性质# 他借助Hamilton算子, 将四元数表达为 4 @ 4矩阵的项表

达式# Yayli
[ 3]
利用 E

4
空间中Hamilton算子给出了相似运动# Hacisalihoglu

[ 4]
证明了在 n 维欧

几里得空间E
n中的所有相似运动都是正则运动# 本文研究在R

3中任意平面M 上利用Hami-l

ton算子定义的运动, 并证明了该运动就是相似运动# 

1  四元数和数值三重组乘法

设一个实四元数为

  q = a + bi + cj + dk,

其中 a、b、c、d 为实数, 1、i、j、k 为/单位0基,并有如下关系:

  i
2
= j

2
= k

2
= - 1,

  ij = - j i = k,

  jk = - kj = i ,

  ki = - ik = j# 

用对应的三重组 ( a, b, c) 替换四重组

  x = a1+ bi + cj + 0k = ( a, b, c, 0) ,

且1 = (1, 0, 0) , i = (0, 1, 0) , j = ( 0, 0, 1) ,于是,一般截尾四元数可表达为 x = a1+ bi + cj# 

包含 x 轴的子空间称为叶面[ 1]# 若 X和 Y在同一叶面上,则
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  X @ Y= ( x 1y 1- x 2y 2- x 3y 3)1 + ( x 1y 2+ y 1x 2) i + ( x 1y 3+ y 1x 3) j , ( 1)

其中 @表示四元数乘积# 设 X和 Y为R
3中任意两个线性独立的矢量# 通过 X和 Y的平面与

xOy 平面相交, 交线通过原点并与 Ox 的正向成H角,交线矢量是 l = ( cosH, sinH, 0) (见图1)# 

若 X 和 Y在不同的叶面上,则 X 和 Y的ª 积定义为
  X ª Y = A

- 1
( H) [ A( H) X @ A( H) Y] = A

- 1
( H) ( Xc @ Yc) =

       ( l C X) C Y+ 3l , X4Y, ( 2)

其中 A( H) 为关于 z 轴的旋转矩阵, C为矢量积, 3#, #4为 R
3
中的内积

[ 5]
(见图 1, 2)# 显然,

当 l = 1(即, H= 0) 时, X ª Y= X @ Y# 当 H= 0和 x 3 = y3 = 0时, ª 积成为复数积# 

 图  1               图  2 

引理 1  设 M 为R
3
中通过原点的平面,则(M , + , ª ) 为一域# 

证明  因 M 为R
3 中的矢量空间,故( M, + ) 为一 Abel群,

  ª : MxM y M ,

  ( X , Y) y X ª Y = ( l C X) C Y+ 3l , X4Y,

这里 ª积满足域公理# 证毕# 

我们通过四元数 @ _积可以给出等式( 2) ,则有

  X ª Y = X @ l
* @ Y, ( 3)

其中   l
*
= ( cosH, - sinH, 0)# 

2  R
3中平面上的复结构

令 M 为R
3中通过原点的平面,且 E = M H Sp 1, i ; l = ( cosH, sinH, 0) 是 E 方向的单

位矢量, H为线E 和Ox 轴的夹角# 设 U为X、l 的夹角, N L l是M 中的单位矢量# 则

  X = +X +( cosUl + sinUN )# 

形式上,可将它改写为

  eUN
= cosUl + sinUN,

  X = +X +e
UN

,

  argX = U, N ª N = - l , l ª l = l# 

若 Y为M 中的矢量,且它与线 l 成B角,则

  Y = + Y+eBN# 

化简后得
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  X ª Y = +X +# + Y+eUNeBN = +X +# + Y+e( U+ B) N ,

因此   X ª Y = +X +# + Y+

且    arg( X ª Y) = argX + arg Y# 

若 X 的共轭为

  X
*

= +X +e- UN
,

则 X 的逆为

  X
- 1

=
1

+X + = e- UN# 

可以看出, 利用/虚构0的 N和平面M 中的 ª _积, 我们可以得到平面 M 的复结构# 当

l = 1(即, U= 0) 时, 可以到任意叶面上的复结构(参见[ 1] )# 

3  单参数相似运动

分别记 R 和R0为固定空间和可动空间# R0对于 R 的单参数运动记为R/ R0# 该运动可

表示为

  
X

1
=

h A C

0 1

X0

1
( 4)

或    X = ( h A) X0+ C , AA
T
= I ,

其中 X和X0分别表示 R 和R 0任意点的位置矢量, C为任意平移矢量, AA是一个适当的正交

矩阵# 相似比 h 和矩阵A, C中的元素为实参数 t 的连续可微函数# 

4  E
4
空间中的平面相似运动

设 M 为E
3空间中通过原点的平面# 我们考虑曲线 A: I y M ,对每一 t I I ,

  A( t ) = ( A1( t ) , A2( t ) , A3( t ) )# 

设 A( t ) 为 r 阶可微正则曲线# 

取  B( t ) = A( t ) @ l
*
,

  B( t ) = ( A1( t ) cosH+ A2( t ) sinH, A2( t ) cosH-

      A1( t ) sinH, A3( t ) cosH, A3( t ) sinH) =

      ( B1( t ) , B2( t ) , B3( t ) , B4( t ) ) ,

并定义矩阵 B 为:

  B = H
+
( B( t ) ) =

B1( t ) - B2( t ) B3( t ) - B4( t )

B2( t ) B1( t ) - B4( t ) B3( t )

B3( t ) B4( t ) B1( t ) - B2( t )

B4( t ) - B3( t ) B2( t ) B1( t )

=

    H
+
( l

*
)H

-
( A( t ) ) , ( 5)

其中算子H
+ 和H

- 为Hamilton算子(参见[ 2] ) ,对应的算子 B也称为Hamilton算子# 设 A( t )

为单位速度曲线# 若 A( t ) 不过原点, 则 B矩阵可表为

  B = h A , ( 6)

其中   h: I < R y R, t y h( t ) = +A( t ) + = A21+ A22+ A23# 

定理 2  在方程 B = h A 中,矩阵 A为实正交矩阵# 
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证明  由方程( 5) ,我们有 AA
T
= A

T
A = I4 且 detA = 1# 证毕# 

引理 3  矩阵 B为相似矩阵# 

  
X

0
= B

X0

0
+

C

0
, ( 7)

  X = BX0+ C ,

其中 C为平面M 上的一条曲线# 

定理 4  B为实正交矩阵, (#) 表示 d/ dt# 

证明  由( 5) , ÛBÛBT
= ÛBTÛB = I4且 detÛB = 1# 证毕# 

定理 5  在平面 M 上, 相似运动是一个正则运动,并且它与 h 的选择无关# 
证明  因为此运动是正则的, detÛB = 1 X 0,并且 detÛB的值与h无关# 将方程(7) 对 t微

分,可得

  ÛX = ÛBX0+ ÛC + BÛX0,

其中 ÛX 为绝对速度, ÛBX0+ ÛC为滑动速度, ÛBX0为相对速度# 证毕# 

5  相似运动的极点和极曲线

为求运动的极点,我们必须求解方程

  ÛX = ÛX0 = ÛBX0+ ÛC = 0# ( 8)

方程( 8)的任意解就是运动平面 R0中某瞬时运动极点# 由定理 4,因 detÛB = 1,方程(8) 在每

一瞬时 t , 只有一个解,即

  X0 = - ÛB- 1ÛC# ( 9)

在这种情况下可得到如下定理:

定理 6  在相似运动中, 在每一瞬时 t , 存在唯一瞬时极点(瞬心)# 

定理 7  运动平面 ( R0) 中, 与每一瞬时 t 相对应的极点, 可由用 ÛB- 1替换转动速度矢量

- ÛC求得# 

定理 8  C( t ) 为单位速度曲线,当且仅当运动极曲线是单位球的大圆# 

证明  由方程( 9)可知 q0 = - ÛB- 1ÛC ,因( ÛB- 1
) 为正交矩阵, 又有 +q0 + = +ÛC +# 由于

C( t ) 为单位速度曲线, 可得 +ÛC + = 1# 则交曲线 q0可记为 q0 I S
2 H M# 

定理 9  平面上相似运动,通过瞬心曲线(极曲线)相互滑动和滚动实现,其滑动和滚动值

为 h# 

推论 10  特别地,当 A( t ) = C( t ) 时,运动极曲线 q0 = - l(常数) ,而固定极曲线 q = 0

(即作旋转运动)# 

定义 11  称 r 阶滑动加速度方程为零的点为( n - 1) 阶加速度中心# 
由定义11, 可求得方程如下的解:

  B
(r)

X + C
(r)

= 0# ( 10)

因此矩阵 B
(r)
有逆# 由方程(10) , 每一瞬时 t 的( n - 1) 阶加速度中心为

  X = - ( B
( r)

)
- 1

C
( r)# 
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Hamilton Operators and Homothetic Motions in R
3
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Abstract: Quaternion is a division ring. It is shown that planes passing through the origin can bemade

a field with the quaternion product in R 3. The Hamiltonian operators help us define the homothetic

motions on these planes. New characterizations for these motions are investigated.
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