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�同济大学
,

�� �  年 � 月 � 日收到 �

摘 要

本文在文献〔� 」的基础上
,

提出一种研究部分潜入水中椭圆柱体弯曲振动的解析法
,

并指出

文献〔� 〕的不足之处
�

作为特例
,

本文计算了考虑水体可压缩影响时的水中圆柱体的自振频率
,

给出了可压缩性影响范围
�

一
、

引 言

水中柱体的振动研究近几十年来一直受到有关工程人员的关注
�

柱水藕联振动方程是 一

组常微分积分方程
,

通常的解析处理方法有
�
� � �把柱体视为刚性体

〔“, � � � �以无水振型代

替有水振型
〔‘, � � � �以无水振型函数为基函数将有水振型函数展开为无穷级数

〔‘’� � � �将藕

联体系的微分积分方程中的积分项作为常微分方程的非齐次项处 理
〔“〕〔“〕「”〕� 其 中 文 献〔� 〕

【� 」〔� �对椭圆截面柱体进行 了讨论
�

本文提出的解析法
,

首先从文献 � � 〕得到的柱水藕联振动微分积分方程入手
,

利用文献

〔� 〕基本思想
,

将柱
、

水模态函数用同一完备正交级数展开
,

使柱水振型解藕 � 然后将振型

函数分解成一个一致收敛级数和另一线性多项式之和
,

解决了振型级数的收敛性和可微性 ,

最后给出了不同水深
、

任意齐次边界条件
、

受约束的椭圆柱体有水振型函数的精确解和以有

限阶行列式表示的频率方程
�

二
、

柱水祸联振动方程与解祸

�
�

� 柱水辐联振动方程的建立
〔‘〕

假定椭圆柱体高为 万
,

椭圆截面的长半轴为
“ ,

短半轴为 �
,

壁厚为 �
,

水深为 �� �簇月 �

�如图 � �
�

假定水是理想的不粘流体
�
运动是无旋的 � 不计表面波动

�

若柱体沿 , 方向振动
,

水被扰动
,

根据假定
,

流体速度场存在一个势函数叔省
,

叮
, 二 , ��
,

它满足拉普拉斯方程
�
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其中 � � ��
� , �� � � �的 � � �〔彻们为柱体沿 � 方向的位移

,

雪
。
二��

一 ‘��
�
为椭圆面坐标

。

利用分离变量法
,
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,
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一 � ��一器念砚认
一

� 一‘“
,

一 “‘’

�� � , � � , 为修正的马休 函数
,

� � 犷和 � � �均为该函 数对 蚕的 一 阶 导数
,

� 三只
,

和 � 琳
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马休级数系数
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由伯努里方程
,
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其中 � 为水的密度
�

当不考虑水体可压缩性时 �。�� 《 ��
,

了二 �
,

��
�

�� 式中只保 留第二项
,

与文献〔� 〕��
�

�� 式比较
,

显然文献〔� 〕推导有误
�

由达朗贝尔原理得 � 一� 段柱体 弯 曲 自

由振动方程为
�

二, “
‘

石酥
“’

一
�。
,
二 � � �· ���

� �·�一。
��

�

� �

其中 � ��劝为 � � �段柱体振型
,

。 为相应的振动频率
, � �

为柱体密度
�

� �� �
� � �

� ��� ��〔乞Ns (2.7)
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从(2
.
6) 式可知
,

水对柱体的影响相当于附加在柱体上分布质量 m (2)
.

2
.
2 柱水振型解棍

〔7 ,

式(2
.
6) 是一个微分积分方程

,

按文献〔7 〕基本思想
,

我们令
:

Y I(“ ) 二 乙
aseos几。z

8 一 l

( 2

.

9
)

将(2
.
9) 式代入(2

.
6) 式
,

并利用{。os 几声 }
,

在(0
,

h) 区间上的完备正交性得
:

E ‘ “
‘

魏:
“’

一1
p1F
雹

二“ + N
·
,一“二
」
一 O

(2
.
10 )

至于 少Y
:
(z )/d矛 表达式
,

不能从(2
.
9) 式逐项求导获得

,

而必须由下节方法得到
.
从 (2

.
6)

到(2
.
10) 的过程使原柱水藕联的微分积分方程变为柱水振型解藕的微分方程

,

由此可以建立

柱水藕联振动的等效力学模型
.
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三
、

柱
、

水体系的振动特性

3.1 基本方程

柱水藕联振动方程为
:

。
,

d4 y

:

J

_
。异

_ , , , , ; 、 _ _ _ 。 _

1 _
八 , 。

/

_

/
。、

乙J 一 一、 .
一田

一

l 尸王厂 2曰 u a气l 个
止v a 声‘ 。。儿 a‘

I一
v 、v 众尧 ‘受女 , . 2

a Z
一

L

丽
I J

(3
.
1)

E J
少Y :

d之‘
一。

ZP xF Y := 0 (h《
z
《H )

力和位移关系为
:

M = 一E J Y
” ,

Q 二一 E J Y
夕

(
3

.

2
)

我们按水深高度分段
,

取不同的振型函数
.
在有水处取 G

一
S 组气 在无水处取S

一
S 组”
,

耳口:

a aeo s火aZ (0《
z
《h)

。乙a-1
一一

Y

(3
.
3)

y
:
=
E

。:s in 天
,

( H
一: ) (h(

之
《H )

这里

8一 1

,

2
5 一 1 不

九 。 : 二二

—
一 刁- -

.

兀
。

/ ‘

2 打

名兀

H 一 h
(
s= 1
,

2

,

3

,

…

3
.
2 振型的收敛性和可微性

任何振型函数都可 以用一组完备正交级数表示
,

( 3

.

3) 式中{
cos 几声}
,

{s in 几
:
扑均是完备

正交基
.
但它们所组成的级数可能在〔0

,

h] 和〔h
,

万 〕区间内非一致收敛
,

其 导 数也不能通

过级数逐项求导表示
.
但 是
,

我们可以通过级数的重新构造来解决振型的收敛性和可微性
.

例如对于
:

Y ;(: )= 兄
aseos几, z ( o簇 z簇h)

一般只有当 Y
:
(h ) = o 时
,

级数在〔0
,

们区间连续
,

并且一致收敛到 y
;(z )
,

也 可 以逐项求

导表示 Y f(劝
.
对于 Y

;
(h )今O一般情形
,

令
:

Y l‘· , 一
只一

‘二+青
犷
1
‘“’一又

Yl‘“,

将等号右边最后一项展开为余弦级数
,

并与第一项合并得
:

(3
.
4a)

一 (一 1)
·

」
Yl(“)

}
一“二+ 又

Y工( “,
( 3
.
4b )�

九

1礼
rseseeeJ
,

儿

2几+a
了J.、‘。习州

一一ZY

,
G
一
S 组为一端导向
,

另端简支边界条件的精确解
.

, .
5
一
S 组为二端简支边界条件精确解

.
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按定义等号右端级数项在〔o
,

们闭区间内一致收敛
,

其导数Y f(劝可以逐项求导获得
t7’,

如

下式
:

Y 犷‘
· , 一

鑫{一
“一艾!亡

、一 (一‘)
·

〕
Y!(”)
卜

·“二+ Y
l

;

“’
(3
.
5 )

同样道理
,

我们可以得到(3
.
3) 式各阶导数 (见附录 )

.
可以证明

〔7 ’
这样处理不但保证而且大

为改善了振型的收敛性
.

3
.
3 任意水深的柱水频率方程

按3
.
2节中振型级数求导方法

,

我们得到(3
.
3) 式的各阶导数
,

并把所得结果代入 (3
.1 )

、

(
3

.

2) 式
,

最后得
:

{
、卜县夕

(l+N。 )
。·

}
一
dIY了(”) + d ZQ (”, + d 3y !‘“, + d ‘Y ““,

{
“:一

瞬
。

今
。
一 ‘IY ‘(”) + ‘

ZY ,“ , + ‘
习
Y
Z‘H , + ‘

·

M
‘H ,

( 3
.
6a )

( 3
.
6b )

对于非 G
一
S
一

S 边界条件
,

(
3

.

6) 式变为
:

一
“!Y ‘(”)十“ZQ ( 0 ) + “3Y I( h ) + “‘Y 竺(h ) 下

a。二互;Y :(h) + 互:Y 竺(h) + 诬3Y :(H )+ 互‘M ( H )
少

( 3
.
7 )

对于最一般的 S
一
G (下端简支
,

上端导向)端部需满足边界条件
:

Y , ( 0 ) = M ( 0 ) = Y 二(H )= Q (H )= 0 (3
.
s a )

连续条件
:

Y l(八)二 Y
Z
(h )
,

Y 炙(h )= Y 孟(h )
,

Y 竺(h )== Y 怪(h )
,

Y 了(h )二 Y 畜(h ) (3
.
sb )

将(3
.
3) 式代入(3

.
8) 式
,

利用(3
.
7) 式得频率方程为

:

〔e ‘, 〕。
x 。

{ Y 工(o )
,

Q (
o )

,

y

;

( h )

,

Y 竺(h )
,

Y

Z

(
H
)

,

M
(
H
) }

,
= { 0 } ( 3
.
9 )

频率行列式为
:

l
e‘,
}

。又 6

二 0 (3
.
10)

我们可 以从(3
.
10 )式得到柱水祸合固有频率精确值

,

由(3
.
9 )

、

(
3

.

7 )

、

(
3

.

3) 式 得到振

型分布
.
这里我们用 G

一
S

一
S 组建立相应于求解 S

一
G 边 界条件最一般 频 率方程 (3

.
9) 式
,

其

余边 界条件
、

约束条件下的频率方程只须删去相应的行和列
.
如果在

z二 h处有约束使Y
:(h)

= 0 , 那么(3
.
9 )退化为

:

[e , , 〕
。x 。

{ Y 盆(o )
,

Q (
o )

,

Y 竺(h )
,

Y

Z

(
H
)

,

M ( H
) }

r 二 { o } (3
.
1 1)

如果柱水高度一致
,

则 (3
.
9) 退化为

:

〔e‘, 〕
;、 ‘
王Y 孟(o )
,

Q ( 0 )

,

Y
:

( h )

,

M (
h ) }

r
= { o } (

5

.

1 2 )

3

.

4 几种边界情况下的频率方程

( 1 ) C 一
F (一端 固定
,

一端自由的悬臂式)

〔e
‘, 〕
, 、 ‘

蓬Q (o )
,

Y
、
( h )

,

Y 丫(h)
,

(
2 ) F

一
F (两端自由的自重式)

〔e ‘, 」
‘、 ‘

王Y 炙(0 )
,

Y

,

( h )

,

y 竺(h )
,

(
3
) G

一
S (一端导向一 端简支)

〔e ‘J 〕
:、 :
凌Y :(h)
,

Y 犷(h )}T二 {0 }

Y :(H ) }
T= {o } (3

.
13 )

y
:
(H )}

r 二{ 0 } (3
.
14 )

(3
.
15 )
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如柱水高度相同时
,

不能从(3
.
9) 式退化
,

但(3
.
6) 式提供了简便的解析表达式

,

即
:

{
几:一

瞬
(1+N·

)
。2

}

一 “
( 3
.
1 6 )

则
,

此
叽= 守

~
瓦F 刃再方
,

)/
E 了 (s= 1
,

2

,

3

,

… ) (3
.
17 )

无水时(3
.
17) 退化为

:

。 , 二 , 圣z(p
,
尸/君 , )告 (;一 z

,

2

,

3

,

… ) (3
.
25 )

可以证明 N
。

>
o
,

所以水中柱体湿频率低于无水柱体干频率
,

N

。

反 映 了水的附加质量的影

响
。

顺便指出
,

文献〔2 〕
、

仁5 〕
、

〔6 〕将柱水藕联振动方程的积分项如为微分方程的非奇次

项处理得到的通解在某些情况可能失去部分解
,

因为
,

其通解形式为
:

Y 、

(
2
) 二D

:eos舜2 + D
Zsin裔之 + D

3 e
h 几之 + D

‘s
h k 之

_ _ 一

陀 D.I 。
’

)cos

扮
E , “ 卜 z

(
a
)

E一hZ

一
, .

一

。兄州+

其中
p , F o Z

E J

( b )

对于 G
一
S 边界条件须满足

:

Y ;(0 )= Y r(0)二 Y ;(h )= Y 了(h)= 0 (e)

将 (a )式代入 (
。
)式后
,

(a ) 式等号右边级数项 消失 (因
。
OS 凡声恒满足 (c) 式 )

,

因此无法反映

水的影响
,

最后得到的频率与用本文方法得到的无水柱体频率 (3
.
14) 结果是一致的
,

这显然

有误
.

四
、

计算结果与讨论

为了说明本方法正确性
,

并定量考虑水体可压缩性影响
,

本文就水中悬臂圆柱体的振动

特性进行计算
.

例 1 自振频率随半径变化
.
基本参数

:
平水 深 实 心 圆 柱 体
,

H
= h = 20 m

,

d = o

,

E 二 2
.
94 x 10‘。p a
,

p
;

二 2 45ok g/ m
3,
p = 1 0 0 0 k g
/
m

3 , e 二 1 438
.
0 27m /

s , 。子为第 i阶 空 气

中柱体自振频率
.
。了
,

。于甲 分别为水中第 ‘阶柱体忽略和考虑水体可压缩性时的自振 频 率
.

从表 1 知
:
本文结果 与文献〔6 〕结果相当吻合

.
这说明本文方法是可靠的

.
由于水体附

加质量的作用
,

以及考虑水体可压缩性时的能量 耗 散
,

使 得 。子> 。甲> 。乍评
.

且 a/ h 越小
,

表 1 自振频率随半径变化
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巨)二…于州,

…
一
_

万
__
一介

一_

汁一
_
…

】衅一 。子}/。了越大
,

而 1。呀
平一。丫1/。乍甲 越小

,

这说明半径越小
,

水的影响越大
,

可 压 缩性

的影响越小
.
随着振型阶数 i的增加

,

1
。了一。子}/。了越 小

,

而 }。尹一。了}/。下甲 越 大
,

这 说

明
,

水对高阶振型的影响小
,

可压缩性对高频影响大
.
从本算例可知
,

水的可压缩性对细长

柱的影响可以忽略
。

例 2 自振频率随柱筒厚度变化
.
基本参数

:
平 水深圆柱 筒
,

H
= h = 80 m

,
a
= 10 m

,

E ==
2

.

9 4
x i o

’。
P
a
,

户:= 2 4 5 o k g / m
s , 户= l 0 0 0 k g / m

s , c
= 1 4 3 8

.

0 2 7 二/
s ,
厚度 为 d

.
表 2 为

自振频率
,

图 2 和图 3 为 d/a = 0
.
01 时的柱体位移振型和水动压力振型

.

表 2 自振频率随柱筒厚度变化

阿�叫一阶自振频率

d/a
蛋
{_

{
窿

邝

二阶自振频率 ra
d/s

‘

监
三阶自振频率 ra

d/s

_
逻一…兰

一
}

。
护 畔 }

52.。6 …

一 } 。C 甲
_ _

1 ~ 2 1

_

翌
_
…
,

二
一
…咐

冲百八曰们no一J价姗丹0
.
介乙础一勺弓白闷叮.q自侧,曰

一
匆J阴

5 9
.

6 3 1

6 6
.
6 不1

5 2
.
3 8 1 1

.
2 2 8 1 1 6 624一35

一“Un曰

nUJ性��绍三
.

O甘

1

。

D

0

.

5

9

.

5 1 5

1 0

.

6 3 9

8

.

么了0

9
.
15 7

ra d/
s

“
f
津

8
.
4 6 8

3
.
5 5 3 1 3

.
5 4 6 0

.
1 97

(
8 3

.
9 1 7

。

6 6

从表 2 可知
,

筒厚越薄
,

水体影响和可压缩性影响越大
,

在筒厚相当薄时
,

水的可压缩

对第二阶以上的自振频率影 响已经不能忽略
.

从图 2 知
,

在水中和在空气中柱的基本振型差别甚微
,

因此用无水振型代替有水振型求

基频
〔‘’结果不会相差很大

.
从图中还可知
,

水体可压缩性对高阶振型影响大些
.

从图 3 知
,

水体可压缩性对高阶动水压力振型影响较大
。

例 3 自振频率随水深变化
.
基本参数

:
H = 80 m
,

外 径
a= 10 m
,

壁 厚 d = sm
,

E ~

2

.

9 4 x i o
’O
P
a ,
p
l

= 2 4 5 o k g
/
m

3 ,

p 二 l000k g /m
s, c
= 1 4 3 s

.

0 2 7 m
/

5
.

表 3 反映了自振频率随

水深变化规律
,

图 4 和图 5 为 h/ H = 。
.
5 时的柱体位移和水动压力振型

.

从表 3 知
,

水越深
,

水体附加质量和可压缩性对自振频率的影响越大
。

图 4 和图 5 反映的变化规律同图 2 和 图 3
。
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0.5
一阶振型

刁月

1
.
0

讨
‘
聋莽
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尹
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\ 乙

飞。一 沪
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"
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0
.

0

三阶振型

- -
一在空气中
,

一一在不计可压缩性水中
,

—在计压缩性水中

图 4 部分潜入水中圆柱体振型

刀月 留人甘 对升

、
,

才护

护

.
乡

石

0.5
一阶振型

0
。

5

二阶振型

0.5

三阶振型

一一不计水体可压缩性
,

—计水体可压缩性

图 5 自由振动时的动水压力

五
、

结 论

(一 ) 水的存在降低了对应无水柱体自振频率
,

并改变无水柱体振型
.
通常水越深

、

柱

体越细长
、

柱筒厚度越薄
、

振型数越低
,

水的附加质量影响越大
.
有水

、

无水基本振型基本

相同
,

高阶振型略有不同
.

(二) 考虑水体可压缩性时的自振频率略小于不考虑水体不可压缩性时的频率
.
通常水

越深
、

柱体越矮胖
、

柱筒越薄
、

振型数越高
,

水体可压缩性的影响越大
.
大多数情况下可以

忽略水体可压缩性的影 响
,

只是当 。;h /c ) (2s 一 1 )/5(
:
为 振型数)情况下可压缩性影响才显

著
。

( 三) 本文提出的解析解能有效地求解 h< H 情况下不同水深
、

任意齐次边界条件
、

受

约束的水中椭圆柱体弯曲自由振动问题
,

并可定量反映水体可压缩性影响
.
同时本文顺便指

出文献【2 〕的不足之处
。
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