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摘 要

本文主要讨论高雷诺数下平面 � � ���� ��� � 流稳定性问题
�

应用多层结构分析理论
,

求出了描

述该流体稳定性的 � � � 一� � � � � �� �� � 方程特征值的较为合理的逼近式及相应的特征函数的渐近解

析解
�

一
、

引 言

在分析粘性和非粘性相交的流体运动方面
,

� �� � � �� � �  和 � ����
� � � ���� � �

,

� � � ���� �

��� ��� 提出的多层结构分析理论
,

近年来颇受人们重视
,

它的主要思想是将流体在各区域

中的运动用一个多层结构来描述
,

在每一层内研究在该区域内流体呈现的各次的物理 特 性
�

这一思想方法现在被称为��� � �� ��
� � 三架板理论

�

本文所述工作是应用上面的理论讨论 �
�卜 � � � � � �� � �� 方程对于平面� ��

� �以�� �模型在高

雷诺数下的渐近性质
�

该工作是作者留英期间在�
�

�
�

���  ! � �英皇家学会会员 � 指导下
,

主要参考了� �� �和 � � ��� ������ 中性曲线下半分枝的工作
,

与黄泽远博士共同完成的
�

基于当流体雷诺数足够大时
,

流体的临界点随着雷诺数的增大而不断趋近于固壁
,

临界

层和边界层趋近于重叠这一基本现象
,

我们应用一个两层结构
,

来讨论该流体在高雷诺数下

的渐近性质
。

事实上
,

假定流体的雷诺数足够大
,

小扰动千扰波的波数和频率的量级分别为
�

� � � �� �
, �
� � �� � �

一 ‘ ��
�

��

则流体的临界层厚度。�。� �。
。

�
一

�和 边界层 厚 度 。�。� 。�
一

孟趋于同一量 级 。�。� 厂扛

在下面的分析 中
,

我们应用
“

简化
”

的速度和压力方程
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代替通常采用的�
�卜 � � � � � � �� �� 方程

�

式中� � ���夕表示对夕的偏导数
,

域

口� �夕� 夕〔〔一 �
,

�〕�

在分析方程��
�

�� 在固壁临域粘性层的特性时
,

我们 引入变换
�

夕� 一 � � “叮
,

刀� � �� � 在口口
。

中

将域口变为域口
, �

在该区域内将方程中基本流场的逮度分量叮展开为

��
�

� � �

�
� �, 。 , ,

“一 � � 一 � 十 � 奋￡粉十 。 “备扩犷十 ”
‘

‘

��
�

� ��

式中此和此分别表示。在� 。一 �时一阶导数和二阶导数的极限值 � 。
表示该粘性层厚度

,

它 的

值由� � �
一

� � � � � � �� �� 方程中粘性项与剩余项 的平衡确定
,

即

。
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汤
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功
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口
。

� �� � 夕〔�一 � � 。,

一 �〕�

应该指出
,

我们用域口
。

表示粘性层
,

用域 口�口
。

表示主流层
�

在整个区域口中
,

��
�

� �

对于给

定的 � 及�
,

我们求解 �
� � 一 � � � � � ��� �� 方程下面渐近形式

� � � � � � 。� � 一� 。� � � � … ��
�

��

的特征值及相应的特征函数
�

其中
�。 , 。 � ,

… 为待定常数
�

二
、

主 流 层 分
�

析

在域口�口
。

中
,

流体主要表
�

现非粘性运动
,

我们寻求如下形式的级数解

� � � 。� 。� � � 。� � � � …
, � �� � 。

� 。� � � 。么� � � …
,

� � �
。
� 。�

, � 。么�
� � …

、

��
�

��
,

�
, � �

将上式代入方程组 ��
�

��
,

消去压力�
,

并比较
￡ 的幂次

,

我们得下面的系列方程
�

� ���
�
� ��

。
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�
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�
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工
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L = 试D
么
一a

“
) 一。

‘

在量级O (1) 中
,

齐次方程L (v
。
) 二O的解必须满足边 界条件

:

v。一 l, 川 二0 在a口
2_
仁

而其它量级中所有非齐次方程
,

v
,

(n > 0) 满足下面的齐次边 界条件
:

v 。
= 0

,
v 二= 0 在。口

2
上

由(1
.
2 )的第二个动量方程

,

我们可 以得到下面计算压力P
‘的系列方程

:

(2
.
3)

(2
.
4a )

(2
.
4b )

p 。

一可:
,
:

一砍

。口。
d 夕

(。
v ;
+
c o v 。

) d
,

( 2
.
s a )

( 2
.
s b )
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尸
p Z== 一 ’a

J

。 灭“v Z 十 C
Ov ‘十 “‘“。’“ , ( 2

.
s e

)

( 2
.
l
a ,

b) 所求的级数解对所有量级都满足连续性方程
:

0 (:卜 ,
)

:
i a u ”

+ D
v 。

= 0 对于
n= 0

,

1

,

2

,

…

现在让我们逐级求解序列方程(2
.
2)

,

显然首次逼近方程 (2
.
2a )满足边界条件

解 v
。

是在y = O时一阶导数为零函数取值为1的偶函数
.
而级数

(2
.
6)

(2
.
4a)的

v。
(
g
) = 1 +

E

a Z 。梦2”
( 一 1< v ( 0 ) (2

.
7 )

满足上述性质
.

将上式代入方程 (2
.
2a )并且让 , 的同次幂系数相等得

a:= 一 (1一a 么/ 2 ) ( 2
.
s a )

·‘一

燕
(卜aZ)

“2

一
2杯荞
1)〔‘2一‘, ( 2一

‘, + a Z
( 。2

· - 2
-

一
):

(2.sb)

(n>3) (2.se)
容易证明级数{几

”

} 当a< 2
,

一 1< , ( 0 时是一致收敛的
。

应用上面求得的
v 。 ,

我们可以 由(2
.
sa) 和连续性方程直接求得夕

。和“。.

它们是
:

一 : 一

「
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少
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不
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.
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其它量级的非齐次方程
,

当v‘ 已知时 (i < 量级一 1) 可以类似地求解
.
就目前的分析

,

我们求得O (
。
)量级的各分量就够了

.
方程 (2

.
2b )满足边 界条件(2

.
3b )的级数为

v ,
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相应的压力P
,
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最后应该指出
,

从系列方程 (2
.
2) 可 以看出

,

方程中的粘性扩散项在O (护)量级以后的方

程中才会出现
,

这说明在该区域中流体主要呈现非粘性特性
,

是无粘的
.
这一结论与一般的

物理实验和理论分析是一致 的
.

三
、

粘 性 层 分 析

如第一小节所述
,

在 固壁附近的粘性层
,

我们应用(1
.
3) 将域口

.
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。 , , ,
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。
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y
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,

我们在口
。 , ,
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,
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将上述展开式 (3
.
1) 代入 (1

.
2)

,

我们有下面的系列方程
:
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。
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,

co ) }

刀。二 O表示在固壁上叮所取得的值
。
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,
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。 , , ” {叮
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}
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.
2)的第二个动量方程

,
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为了求粘性层结构中各个方程的根
,

我们引入变换

“一
以

。
一之 (3.7)

将方程的求解域口
。 , ,

‘

映射为一个复数域口
, ,
雪

,

而上述方程可 以化简为其解与 A ir y 函数有关

的一个系列方程
.
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,
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首次逼近的齐次方程可以化为A ir y方程
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一雪X == O

如果我们令

(3
.
11)

dZ口
。

了玉
二二 二
一

蔺

式
~

召“
(3

。

1 2
a

)

容易求得方程(3
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.
4a) 的解为
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这儿A
。是一个待定的常数

,

我们在下节将讨论它的取值
.

利用已知的函数
v。
我们 由方程 (3

.
6a ) 及连续性方程可以直接求解速度分量

。。
(幼 与压力

P。(雪)
,

它们是
:

P 。(雪)
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式中P0 在粘性层为一常数
,

.

这完全与经典的边界层理论和数值解的结果相符合
.

在求解(3
.
3) 中O (1) 量级的方程时

,

由于“ ,
所满足的微分方程阶数较低

,

为了方便
,

我

们用分量
u:
代替

v;.
事实上

,

如果应用连续性方程D
o l一‘au

, ,

并将上面求出的解函数
v。
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函数B
3(z

,

o
) 的定义见 (D

ra zin和 R e id 〔3〕
,

p

.

4 7 1
)

.

利用上面求得的解
v 。和 u , ,

压力P
l
和速度分量

v:可以直接求得
,

它们可以写为
:

p , 一 ,
0K

( , 一。
) 1
3 , ·, 一

鑫{ u, (
之
) d

之
( 3

.
1 7 a

,

b )

四
、

特征值和相应的特征函数的渐近解析解

本文的最主要目的是求解当小扰动干扰波的波数为O (1 )时
,

高雷诺数下O
rr一

S
o
m m

e r
f
e

ld

方程特征值问题的逼近解
.
在前面两节 的两层结构分析中

,

我们求出了各区域内的压力P
‘和

速度分量
u‘, 。‘的函数表示式

,

本节我们将通过各分量在整个区域内的拟合来确定前面表示式

中的待定常数刃
。

和特征值逼近关系式中的系数
c‘.

为了明晰起见
,

我们将待拟合的各个分量用表格表示如下
:

主流层 粘性层

刀今一 1 1引。。

u分量 生乙 Z
naZ。夕2” 一 ‘ 人

,
。

{

‘ , ‘
(
:
)、
: + u ,

( ; )

0 以 J 互
二 「

(

4

.

l

a

)

v

分量 1+ 万
a:。夕2”

厂雪 r 右

A
。

} }
月

‘
(
z
) d

z

J 互
山 J 心

( 4
.
l b )

A
心ap分量 一i“ ( 。一

省
一 S

;
)

A
。

; (亡。 ) ( 4
.
l e )

表中

: :一
云

夕2介 + 1

2
儿+ 1

夕2
” 十 3

Z
n
+ 3

( 4

.

l d )

Z‘.、
、

几2
a

根据微分方程逼近解理论
,

令上表中
u。 , 。。,

P

。

在主流层中
,

当 夕、 一1 时的极限值与

它在粘性层中的相应分量
,

当 亡从如出发沿着路线 L (见图 1)
,

在区域 S
:
中沿着半射线 必=

(可6)十功
。

使1互}、。时的极 限值相等
.
由于对于稳定模型

c‘
<

O
,

必
,

是一个小的正角度
.
我

们可以推导出如下结果
:

i) 表中式 (4
.
1) 由于O (1/ 。

)量级的出现
,

我们 必须有

{
一 , ‘

(
:
)、

之一 。

夕立
,

( 4

.

2 )

求解该A ir y函数积分方程的根
2

雪。二 2 一
s一

c
。e x

P 〔一 11二f/ 1 2 〕 (4
.
3 )
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得

324 王 友

(4
.
4 )

11)

c0 = 6
.
554 1297一 1

.
68 68133f

由压力P
。的拟合关系式

2例
。 J

-
一—

公性 ; (互。 )
「2 井二二 名a l 几一

一 )
. a , 。

L 谷
; 二

2

(2”+ 1 ) ( Z
n
+ 3 ) 」 (4.5)

,

一 J

砂「2

得 ‘。
= 万L了

+ 乙
2a2,

(
Z

n
+ 1 ) (

Z
n

+ 3
)
〕户

“‘毋’
(4
.
6 )

11 1) 由量级O (l) 中主流层分量
u。

( 一 1) 与粘性层相应分量
u:(OO )的拟合关系式

障
:十
呼(牛

一
cl) 角念

,
〕
‘。

(细+恤
一

枷
,‘“。 ,

一郊
鲡瓜合

一

熟、孤、
一

、

]/r

‘

码 (4.7a)

可以求得
c:的值

,

式中

I贯=
1
00 玩(:

,

。)山
J‘,

(
4

.

7
b )

“一

玫仓
“· ,“·

( 4
.
7 e )

函数B
,
(
: ,

0) 是定义在S to k
es
线所化区域上的函数

,

而函数A
‘
(劝是按照A nt i

一
S to k

e s

线.
尸户. 、

.
翻产
~

, 、

定义的
.
积分汁 的积分线路是 月B (在区域T

:
中)十 B C (在区域 T

Z
中)+ C D (见 图2)

.
为了

确保B
‘
(
二 ,

0) 在所经区域内为降函数
,

我们采用如下循环关系式进行了转换
.

B l(2
,

P ) 一B
:
(
; ,

P ) = 2 玄A 3(
2 ,

P ) ( 4

.

s
a

)

B
:

(

之 ,

P ) 一 B
3
(
之 ,

P ) = 2 泣A :(
2 ,

P ) (
4

.

s b )

B

。

(
2

,

P ) 一B
:
(
之 ,

P ) = 2 亡A Z(
之 ,

P ) (
4

.

s
e

)

尸口. 、

而积分 烤的积分线路是在 5
2
中(an ti

一

St ok

e s

线所分区域 )
,

沿 C D 到D 进入区域 S
、,

沿半圆
尹

户. . 、

弧线刀E 到半射线必= (川6) +功
,

趋于。
.
同理为了保证上式积分收敛

,

我们应用了循环关系式

A ‘
(
z
) 二A

‘
(
之 ,

0
)

由(4
.
7) 式可得常数

,

, : (
之
) 一 , ‘

(
: ,

一 1)
,

{

一
{
一 , ‘

(
z
)、
: = , ‘

(
之 ,

:
) (

4

.

。a
,

b

, 。
)

J 互
山

J 乙
。

一

(扁
一

)嵘
一

叫岑龚蛇
一‘封;十几歹

.
“

声
一

、+ 2‘
了1 八S 叨 少 \ 知 J 4 1 \

_

二竺_
_、

A ‘
( 亡。 ) )

、LrJ�
‘,

I

J

、.产
矛一4

(兹一)
A;(“。 ,

/ 〔
一A ““川 ,

(含
+
户
:、城头豆石干幻 (4

.10)

其数值结果是
:

ea= 一10
.
34 27 + 0

.
6291

Ci= 一 10
.
3 9 5 1 + 0

.
6 1 2 1

ci“ 一 10
.
4391 + 0

.
59 8f

cl= 一 1 0
.
4 5 3 5 + 0

.
5 9 4 1

当a = 1时

当a = 0
.8时

当a = 0
.5时

当a = 0
.3时
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图1又
‘

又
‘ A

.
(
:
) d
:的积分路线

JC, J
右。

图: 又
一几(二

,
。) d

:的积分路线
砂

如

表 1 特征值
c
的逼近解与数值解比较

R

一 1 0 10

” “ ‘ 二

一产一爪下一一一
了

一
一

一屯下一一口

l
。

0

。

0 0 3 0 4 0

0

.

0 D 3 0
4

5

一 0
.
0 0 0 7 8 0

一 0
。

0 0 0 7 7 7

、、
.
产、J

AB

1 0
1 1

1 0
1 2

0

.

8

0

.

5

0

。

3

0

.

0 0 1
4

1 2

0

.

0 0 1
4

1 3

0

.

0 0 1 5 2 1

0

.

0 0 1 5 2 3

0

.

0 0 1 7 8 0

0

.

0 0 1 7 8
4

0

.

0 0 2 1 0 8

0

.

0
0 2 1 2 8

一 0
.
0 D D3 6 3

一 0
.
0 0 03 8 2 4

一 0
.
D 0 0 3 9 1

一 0
.
0 0 0 3 90

一 0
.
D 0 04 5 8

一 0
.
00 0 45 3

一 0
.
0 0 0 54 3

一O
‘

0 0 0 5 2 7

0

.

5

0

.

3

0

.

0 0 0 6 5 5

0

.

0 0 0 6 5 5

0

.

0 0 0 8 2 6

0

.

0
0 0 8 2 5

0

.

0 0 0 9 了9

0
.
0 0 0匀84

一 0
.
0 D 0 16 9

一 0
、

0 0 0 1 6 8

一 0
.
0 0 0 20 3

一 0
.
0 0 0 20 0

一 0
.
00 02 5 2

一 0
.
00 0 25 1

0
.
0 0 0 3 0 4 2

0
.
0 0 0 3 0 4 1

0
.
0 0 0 1 4 1 2

0
.
0 0 0 1 4 1 2

一 0
.
00 00 7 8 3

一 0
。

0 0 0 0 7 8 6

一 0
.
0 0 00 3 6 4

一 0
.
0 0 00 3 6 5

血JJ.,目l
nlln
ll

门且J.l

1 0
2

0

.

0 0 0 0 0 0 肠5

0
.
00000065 59

一 0
.
0 D 0 00 0 16 8

一 0
.
0 D0 0 D 0 16 8 3

A)B)A)B)A)B)A)B)A)B)A)B)A)B)
一
A)B)A)B)A)

注
: A : 由式c 二

。
c0 +

: Z c :十 …所得结果
,

B

:

由直接求解O
r
卜So m m er fe记方程所得结果

应该指出
,

上面两层结构 的分析是比较合理的
.
表1中我们列出了O

rr 一

S
o
m m

e r
fe ld 方程

特征值由该逼近式中求得结果与其直接求解该方程的数值结果的比较
, 一

可以看到它们有五位

有效数字是相同的
.
在图3中我们绘出了特征函数由上面两层结构分析中所得数值结 果 图形

(对于a = 1
,

R = 1 0

‘。
) 它与我们以前直接求解 O

一

S 方程的数值结果接近
,

只是在临界点附
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近有小量的差别
,

该文所述数学方法便于推广

到更高阶的逼近
,

同时也会适应于其它平行流

和接近于平行流的稳定性分析
。

最后
,

笔者感谢英国帝国理工学 院 的 J
.

T
.
S tu art 教授

,

在我们留学英国期间 他给了

很大的帮助和精心的指导
.
并感谢该院计算中

心提供使用计算机方面的方便
.

黄 泽 远

边界层 O介少 主流层 O fl )

人

固壁/
一 1 之c 0

图3 特征函数的图形(a 二 约
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