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摘 要

本文证明了空间轴对称问题的 L ov
e

应力 函数可用两个适当选择的复变量广义解析函 数
〔幻表

示
,

并导出了 应 力分量
、

位移分量及边界条件的复变函数表达式
.

为了表明文中所述方法的可行

性以及检验所得公式 的 正确性
,

本文用幂级数法求解了含有球形空腔的圆柱体在周围受压及两端

受拉时的解答
,

与用其他方法得到的该 问 题的解答完全一致
.

最后本文还求解了一个锥体在侧面

受均匀剪力时的解答
,

同时通过把常体力化为表面力以 后 还求解了锥体在重力作用下的解答
.

一
、

L o v e 应力函数的广义解析函数表示

文献仁1〕
、

〔2 」所述空间轴对称问题的复变函数法其推导与求解过程均采用的是位移法
,

与此不同
,

本文 以L e o v
应力函数为出发点用应力法建立了空间轴对称问题的复变 函数解法

.

这种方法的特点是只要能够确定和轴对称物体子午面相应的平面问题的通 常 复 变 量解析函

数
,

通过特定的数学方法即可求出空间轴对称问题所需的广义解析函数
,

从而使一些问题可

根据边界条件进行求解
.

如所周知
,

空间轴对称问题引用L e

ov 应力函数时归结为柱坐标下重调和方程

V
4甲 = o (2

.

1 )

的求解
,

其中

尸
r了 日2

,

1 口
.

口2 \/ 口2

V
’

= 气。
r : 十 r 。, + 。: 2

八 。r “

口 口么 \

。: 十 而
:

)
华是轴向坐标

: 和径向坐标
r 的二维函数

.

轴对称场可通过任一子午面为 代 表来研究
,

而子

午面上的点可用复数 t = : + ir 及 云= : 一行 来确定
,

这就使得重调和函数叭
: , r )可表示为 t与

子的复变函数
.

设有一复变函数为

岁(t )二A
:

(z , r ) + fA
,

(z , r )

若其实部和虚部满足下列关系
:

赞
一

: 黔rA
,

)
,

淤一份 (1
.

2 )

.

蒋咏秋推荐
.
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岁(t) 即被称为广义解析函数
,

上式可看作与普通解析函数论中C au
o hy 一

Ri
e m an

n
条件相似的

关系
,

进而还可证明A
; ,

且
,

分别满足

v。
:
一。

,

(va
一

吞
一

)A. 一 ”

v
Z
一

纂
+

于一鼎
一

+
一

纂

(1
.

3 )

其中

是轴对称调和算子
,

这说明A
:

是柱坐标下的调和函数
,

A
,

则被称为和A
:

共辘的函数
.

将(1
.

1 )写为V
Z

(V 知 )= 0
,

令

F = V
Z甲 (1

.

4 )

则有 v
“
F 一 。

,

故 F 为柱坐标调和函数
.

在用复变函数法求解弹性力学平面问题时
,

可以证

明直角坐标系下重调和函数U可用调和函数表示为

U 二Pl + %夕+ 夕q

p ,是调和函数
,

P
,

q是共辘调和函数
〔3 ’.

设柱坐标下重调和函数可 用类似的形式表示为

切 = P ; + h(: )P + f(r )Q (1
.

5 )

其中尸是柱坐标调和函数
,

Q是和它共扼的函数
,

即少= 尸 + iQ 为广义解析函数 ; h(习
,

f(r )

分别为
: 和 r 的待定函数

.

如能求得h (劝
,

了(r )使(1
.

5) 中的尸
; 是柱坐标调和函数时

,

即可

证明 甲 能用适当选择的广义解析函数表示
.

把 (1
.

5) 式写为

P : 二中一 h(: )P一 f(r )Q

对上式两端施行算符

护材+
a衍

V
Z
=

a
Z

,

1
凡 石

十一
O r 一 r

整理后得

_ 2 。 _ _ : _ : , _ 、_ : 。 , z _ 、 _ :。 [
, , , _ 、 .

f
,

(r ) 1。
V 止 1一 V W 一 “、‘ , V J

一 J 、, , V , 一 I J 、 , , 下
一

~ 一 l呵
‘ 了 」

一 2 f’(·)

釜
一“

·

(·)尸一 Zh, (·)

嚣 (1
.

6 )

已知 巾 = 尸 + iQ 为广义解析
,

故有

v
Z

。一
广

:

Q
,

且丁
一

萝
+

且尸 (1
.

7 )

把上列关系代入(1
.

6 )
,

为简单起见选取h(习 = : ,

则 (1
.

6) 成为

V
“
P

,
= V

“甲一

若选择j( r) = r ,

由上式即得

[,ll<
· )+ 了

‘

:
r ’+ f(r )

r 2

+

于」
Q一〔2 ,

,

(·)+ 2〕
豁

、
2
尸: 一v

Z , 一 4

(冬
+

黔 (]
.

8 )

由(1
.

7 )的第二式有

vz( 甲
+

黔
一 V

么

箭
一

晶二
一 0

据 (1
.

4) 可知
,

只要取

F 一 V
“沪~

4

(甲
+

留)
一 4

箭
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即可使(1
.

8) 式成为 V
Z
尸

,
二 o ,

也就是使 尸, 为柱坐标调和函数
.

设 Q
,

是 尸 ; 的共扼函数
,

则

X 二尸: + ‘Q ;
为广义解析函数

.

把h(幻 = 之 ,

了(r )= r
代入 (1

.

5 )
,

得

甲‘尸: + 之P + r Q

上式立即可用复变函数表示为

甲== R e [云小 + x ] (1
.

9 )

或者写为

1
, ,

未

二
又

.

甲= 石 L 乙岁 十 X 十 r少 十又)
‘

(1
.

1 0 )

其中少= 尸一 10
,

2 = 尸; 一 iQ ‘.

以上说明L o
ve 应力函数可 用两个适当选择的广义解析函数表

示
,

而且在形式上与平面直角坐标系下用普通解析函数表示重调和 函 数 的 G ou
r s at 公式一

致
,

正是这样一个事实为空间轴对称问题的复变函数解法提供了可能
.

二
、

应力
、

位移及边界条件的复变函数表示

把 V 场 = 4口尸阳之及式 (1
.

1 0) 代入以下各式
:

、,r..、了.吸.J

门.

I
J

卯,2
.

、
一Za一口

d
a 护

= ,

0 Z

, v
“甲一岌U 了

口2切 d
a e二万 : 沙

* 一

: 邵
口

口之

,

得

, 。 二 、一 : _ 口2甲 1 _ _ a
、‘一

“ , V w 一币
2

」
, ‘”
一沂

(2
.

1 )

a 名
=

经运算整理后

(1一 , )V
“甲一

2..、
.

rl..L

口,

+ a 。+ a :

二 4 (1 + , )R e中
“

5
,

~
。

仄
。 、 .

玄2
,

二
。

仄
。 、 .

口多
十 a 护

=
一
万 气岁

“

十 岁
“

)十 五 _ L岁
“

一岁
’‘

少十
乙 乙 y

(2
.

2 )

(,
‘
一吞 )+

J
, (义一 ;

“

, ‘,
.

3 ,

。:

一 a
,

+ : ‘: : ,

=( 5 一 8 , )和 一 2洒
111

一竺(夕 一面 )
4 I

之 (中
‘
一委

‘

)一 2又
价

一之
一

(x “
一又

“

)
乙了 曲 ,

(2
.

4 )

以上各式中少
‘ ,

中
“

等表示广义解析函数中的各阶导数
,

例如少
‘

= 。尸/九 + ‘。Q/九 ; 同时可见
,

对具体问题若已求得广义解析函数少 和 x
,

则 由以上各式 即可解出四个应力分量
.

同样
,

由

应力函数甲与位移 的关系式很容易得到位移的复变函数表示式
:

~ 二
、 _ 、 ,

、
, .

又
, 、 .

贻 又
, .

1 ,
,

3 又
,

2行 (切 十 名U , , = 吸3 一 4 V 从岁
’

十岁
‘

) 十
一 , _

岁
‘

十爪 岁
‘

一
月

甲
’

任 I 名 4

一才

〔,
·
十

姿
:

(, 一‘)
l一夕x’+ J

、一〔。 显
。

(、一 、)
l

( 2
,

5 )

如图 1 所示
,

微分单元ab
。是 由相邻两个子午面以及分别垂直

: , r
轴的平面截割而成的

薄片
,

列出该微分单元体的平衡方程
,

因ae 在
r 方向的投影为高阶小量可略去不计

,

于是得

边界条件的表达式为

X
:

= a : e o s a + r : ,

污in a
,

X
r

“ 了: , e o s a + a , s in a (2
.

6 )

给上式第二式两端乘 以 i
,

再将两式相加
,

把应力分量的复变函数表达式代入即得X
:

+ ‘X
,

的

表达式
。
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三
、

由普通解析函数确定广义解析函数

前述已将空间轴对称问题归结为寻求两个适当的广义解析函数的问题
,

对具体问题如何

确定这样的广义解析函数是一 个关键性的问题
.

事实上
,

只要能够确定和轴对称问题子午面

相应的平面上的普通解析函数
,

借助一定的数学关系即可求出所需要的广义解析函数
.

设在

子午面内取直角坐标
二O 夕使二

,

夕轴分别与: , : 轴重合
,

占= 二十匆为二O , 系内的复变数
,

F (妇为
二 O梦平面上的解析函数

,

可 以证明
,

当使

1

月
z

二
一 -

兀冬

F (占)d雪
, 刚(占一 t )(雪一云)

’ A
,

‘
F (占)(占一 之 )d省

, 材花二万褚几 )
(3

.

1 )

则岁二 A
:

+ ‘A
,

必为广义解析函数“ ’.

在弹性力学平面问题的复变函数解法中
,

通常根据物体的形状特点选择幂级数作为解析

函数
,

例如对于一个圆环域
,

可取下列幂级数作为解析函数
:

F (雪)= 乙
a 。

占
” ,

h (占) = 乙 白
。

占
”

(3
.

2 )

由于和轴对称间题子午面相应的平面问题总是以 x 轴为对称的
,

因此可设

R e F (x + i夕)= R e F (% 一勿)
,

Im F (% + 玄夕)= 一Im F (戈一勿)

R eh (x + 19 )= R e h(x 一萦g )
,

Im h (x + ‘g ) = 一Im h(戈一 i, )

故 (3
.

2) 中的
a 。 ,

b
:

应取实数
.

为了求得与(3
.

2 )相应的广义解析函数可 以利用下列关系
:

、,11、rweeeJ
犷

J.占
钾刀

了.、

护d省
。材(舀一 t )(君一 助

护(雪一之 )d占
‘材 (占一 t) (占一动

(占一 z )d舀

= p
招

P
, _ 。(e o s日

P”

n + 1

d

d 日月
。 一 。(。0 5口) (3

.

3 )

日2
仃�

十L

,工p

‘占斌 (言一 r ) (占一 Z)

才

l
‘月

I
J口

l。

,rr

1兀1
.

川1
.

解

如图 2 所示
,

p
,

日为子午面内的极坐标
,

上式中当
”》o时k“ 0

,

当 n < 0 时 k = 1 ,

P
二

( 。os 日 )

为勒让特多项式
〔‘’, 〔络〕.

利用上述关系由( 3
.

幼求得和 ( 3
.

2) 相应的广义解析函数为
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、.盈,比;
,一

J 、

共
_

「。
.

~ i d _
_

_
_

〕

甲又‘
, r ’一总

“·p
”

卜厂
·又c ” S廿’一 n + 1 “。

一

厂
·

(“0 5 妙’」

一

卜一二〔
p

。

(一日卜 ‘t;

髻」

�乙十
招 = 一 2

二。
·

l
p

, :

一 (一”卜
。

车
,

晶
尸

。{一 ; (一。 )

」
( 3

。

4 )

x ‘( : , r )二乙 b o p

扮 = D

·

l
尸

。

(一。卜
。

车
,

晶
尸

。

(一。 )

〕

l
尸

。(一”卜“g

髻〕
_

f ~
_

~
‘

了 d 一 ~
‘

〕

O” p 7.

L厂
” 」一 ‘( “。”d ) 一 , + i J。 厂 “

j

一 ‘
( “0 5廿 )」

1�0么
L口

.

几

十十

在上式中直接给出x’是为了简化运算
.

四
、

几 个 解 例

1
.

带有空心球腔的圆轴在两端受均匀拉力 q
,

在侧面受均 匀压

力 q 时的解答
〔“’,

其子午面如图 3所示
.

在和子午面重合的
二O , 平面下列函数是解析的

:

一 小O

F( 占) ~ 人梦+ 式占月
一

写、护
O

r (,u )

Po

”二 O

( 4
.

1 )

h( 雪) 二燕梦+ B
,

言+ 习饥护
n = 0

君
份)

由( 3
.

4 )式可知与上式相应的广义解析函数为
图 3

、welweeeeelweseeseseeweeewees

飞
.

llJ

, ( :
, : ) 一A Z o Z

l
p

Z
( 。0 5 ”) -

+ A l。

「
p l ( 。。 S。 ) -

; 晶
一

Pa( 一” ,

〕

二孟
p

l
(一” ,

」
尸

。

(一。卜‘

晶
尸
。

(一。 )
l
+ 一

二[
p

。

( 。。S”卜‘t g

笔
一
声[

p一
,

(一。卜
。

车
1

晶
p 。一 : ( 。。 S。)

」

�lesL气1唱
口、“”++

( 4
.

2 )
x ,

( :
, , ) 一。

: 。2

「
尸

2
( c 。 S。 ) 一 :

‘ J

d 。 八
、

飞

、。 ’一2又“。 S以 ’J
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「。 ~
、

i d 一 _ 1

一 刀’p L厂
‘又““ s廿 ’一 : 刁。 厂‘(“0 5 曰) ]

日2
口�

一
日SC O

了.、P0
广lee
�zp廿

口十
�ee,.J

、.产日C O S了、P
了日|一

d
�

一
日SOC

了任
、

P0
resesL

J

白十

; + E 纵赶
尸。一 (一。卜藏 晶凡

一 , ( cO
S。)

〕
这里m = 一 ” .

注意到
。os 日一刁 p , s in 日 = ,

/ p
,

把上式代入 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

4 )
,

由 p 、。 的 边界

条件
:

J :

+ J ,

‘ O
, J :

一 a
,

二 Z q

得

9A 2一B
Z
二 o ,

( 1 1 一 1 6v )A
:
一 3凡 = 2口 ( 4

.

3 )

设球腔的半径为p 。 ,

则其表面的边界条件可写为

笼( 口
:
+ 口,

) e x P [ i日 ] + [ ( a
:
一 a ,

) + 2 1了; ,

〕
· e x p [一 ie 〕}p 一p 。二 o ( 4

.

4 )

上式是 由图 4 所示微分单元体 ab c 的平衡条件得到的
,

在本

例中有X
二

= X
,

= 0
.

把 由 ( 3
.

4 )代入 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

4) 的结果再

代入 ( 4
.

4 )
,

令户二 户
。 ,

两端比较
e x p〔im 日习的系数

,

得
图 4

6a
王

决一誓
瓦
诀

一 。

一 2v ·

诀
一

;瓦决
一 sv
Az+ 孙

一

扑
一。

( 4
.

5 )

11
了

l
6a

盆

君
: 一纵君

; 一 6v 。

公
: 一 3

嗽
+

:
A

:
一

护
2 一。

A , = B l = a 。= bo = b : = 0

a 。二 0 , m 》2

b。二 0 , m > 4

把 ( 4
.

3 )
、

( 4
.

5 )联立求解
,

得

A
2 q

8 ( 1 + v )
B

2 9 g

8 ( 1 + v ) al = 一
sq P言

2 ( 7 一 sv )

b : 3 ( 3 一 5 , )qP 才
2 ( 7 一 5 , )

bs Zq P言
7 一 sv

故该问题的广义解析函数若用子午面内的极坐标表示
,

则为

中‘p
,

”,

一
8(、
茸

, ) 。“

! ;
‘3

一
。一 ‘, +

台
S‘· , 。

」
一 2 (

思i
)。

l卜
‘t g

髻〕
, ,

, , 。 。 、
_ g q

_ ,

「1
,
。 ,

八
J 、

‘

1
.

_ 〕

式 、尸
’

甘 ’

一
葱( i 干公) 尸

一

L: 气“c o s 一口一 上’+ : “‘n Z曰」

_ 多(
_

3 一 s v

) g尸言
2 ( 7 一 sv )P

「
确 二

日〕
} 1 一 ; t g 0

1
l_ 乙 J

Zq P言
( 7 一 sv )P S「圣(

3 c 。5 2
。一 , ) + 竺

*s、n Zo l
L ‘ 石 」

把上式代入 ( 2
.

2 )
、

( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 )
,

解得
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a
,

二一 q +
q

8 (7 一 sv )
丁「(

3 3 一 7。, )一 6 (9 + 5 , )。。 5 2。+ : sc 。5 4。飞
p

:
弋L 」 P

-

+ (9 一 10 5 e o s4日)
p

: 飞
P

一
)

口 :

= q 一
q

8 (7 一sv )
了〔(

4 : 一 1。, ) + 6〔2 1 一 5 , )c o s Z。+ : 5 。。 5 4。〕p
:

‘ 一

P
-

一 3 (9 + 2 0 e o s Z日+ 4 5 e o s 4 e )
夕髦不
P

一
夕

丁名 ,

= 一
q

8 (7 一 sv )

f
r 。 , 。 , , .

、 _ : _ 。。
, , , _ : _ ,

。
,

p 言
、 L O 、0

一 O 夕 户舀 1 1 1 乙 ( , 州~ 了 0 舀1 11 任侧〕 l 万悦
k 一

P
-

一 1。(: sin Z。+ 7 5 5 1。 4。) ”
: 不

P
一

)

上述解答与文献 〔3〕所给的结果一致
,

说 明本文所给公式是

正确的
.

2
.

锥体在侧面受均布剪力的问题
,

其子午面如图 5 所

示
,

设剪力集度为
T 。 .

在与子午面重合的二O夕平面的有限范

围内
,

下列函数是解析的
:

F( 豹 = E 态护
,

h( 豹 =

图 5

E B
。

雪
”

由(3
.

1 )
、

(3
.

3 )得到与上式对应的广义解析函数为

。(
一 )一

晃
A

·。·

l
p

·

‘一。 ,

一幸
1 p

·

‘C o s”,

〕

p
·

‘c o s” ,

〕

(4
.

6 )

、.奋.、了...少d
一

阳d神

x ,

(之
, r )“晃

民砰氏 (c o s。)一 )
‘

刀
.

十 1

这个问题的边界条件为

a : s ln a 一丁: , c o sa = 一丁o c o s a
,

a , C o s a 一 r z , S ln a = T o s l n a (4
.

7 )

无须进行繁复的计算
,

由应力与广义解析函数关系 (2
.

3 )
、

(2
.

4) 以及边界条件(4
.

7) 可知
,

本问题的广义解析函数应为

。 (。
,

。)一A
Z。么

〔;
(3 。。5 2

。一 1 ) +

雪
S‘· 2。

〕
x ,

(。
,

”)一B
Zo Z

[
一

;
(3

一
“一 1 ) +

备
9‘· 2“
〕

把上式代入 (2
.

3 )
、

(2
.

4 )得
口

:

+ J
,

= 9 A
2
一 B

: ,
a :

一 a
,

+ 2萦r
: ,

二 (1 1 一 1 6 , )A
:
一 3 B

:
(4

.

8 )

由上式解出J : ,

A
:

a , , : : , ,

再代入(4
.

7 )
,

解得

二二垫巴创些三胜红
8 ( 1 + , )

(4
.

9 )

B : [ 2 (5 一 4v )tg a 一 (1 一 sv ) e tg a 〕: 。

8 (1 + v )
}
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把 (4
.

9 )再代 回(4
.

8 )
,

并利用(2
.

2 )式
,

解得
J

:

“一几 ct g a , J
,

二几 tg a
,

a 。“ 几tg a
,

介
,

二 0

由上述解答可见
,

正象在平面问题楔形体的经典解答
,

当 a 二可2
,

二 时 出现佯谬一样
,

对圆

锥体当a 二二/ 2
,
二时也出现同样的情况

.

特别值得指出的是
,

把 (4
.

9) 代入例 1 中的 (4
.

5) 式
,

还可以得到含球形空腔的锥体问题的解答
.

3
.

圆锥体在自重作用下的应力解答
,

其子午面如图 6 所示
,

设圆锥体的密度为p 。 .

由

于该问题
r 方向的体力为零

, z 方向的体力 Po g 为 常量
,

由空间轴对称问题 的平衡方程及相

容方程可知
,

只要把在体力Po g 作用下的应力 a ; ,
a 。

,
。

, , : : ,

作如下代换
,

J
:

= a竺一P 。

那
, a ,

= a 节
, 口。= a 普

,

几
,

= r 竺
,

(4
.

1 0 )

即可把问题化为在相应面力作用下而无体力的情况
,

这时 a 竺
,

a 节
, a言

,

讨
,
,

即可利用前述复

变函数法求解
.

用和上例中相同的方法求得该问题的复变量广义解析函数为

2
‘

( ] / )
z / 介 {“

l‘,丁
.

|

二/

匕
-

一么
图 6

、.产�11,上

.

刀任了
几、

、.‘...,....J

巾 ( 之
, r )二

A
。 。 _ _ , _

.

八
,

二
_ , .

~ ,
.

_ , .

~ ,
.

_ , _ .

~ , 、

石 f P
“

( 3 5 e x PL3 .廿 」十 1 匕e X P L忿廿 J+ 日e X PL一忿廿J + s e x P L一 3 名廿」)
D 任

B
3

万 ‘z, r ) = 污4
p s

( 3 5 e x p〔3 1日〕+ z s e x p〔i日」+ g e x p〔一‘日〕+ se x p [
’

一 3 1日〕)

将上式代入 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 )
,

分离实部和虚部
,

得

a 曹+ a 节== 1 8A
3二一 3B 3 之

a 竺一 a 节二 一 4 8v A
3之 + 2 4月

。z 一 g B
3 z

讨
,

二 1 2 v且
3 r 一 1 2月。r + 3B 3 r

( 4
.

1 2 )

、....、,.‘...J

由图 6 可见
,

原问题的边界条件为

口
: s in a 一 丁 : , e o s a 二 0

, J , e o s a 一 r : , s i n a 二 0

把( 4
.

10 )代入上式
,

得
a萝s i n a 一 : 竺

, e o sa 二 P。g 之s i n a , a 节e o sa 一诊
, s in a == 0

由( 4
.

1 2 )解得。竺
,

a节
,

a 誉
, : 萝

,

后再代入 ( 4
.

1 4 )
,

得

( 4
.

1 3 )

( 4
.

14 )

A
。 ( e t g a 一 t g a )P

。g

1 2 ( 3 , + 2 ) e t g a + 3 t g a
B

3
二
〔( 1 一 sv ) e t g a 一 4 ( 1 一 v ) t g a 」P

。g

4 ( 3 v + 2 ) e t g a + 3 t g a

最后解得

a : = 叮竺一Pog 之 二
7 ( 1一 4 v ) e t g a 一 1 6 ( 1 一 v ) t g a

4 ( 3 , + 2 ) e t g a + t g a

、

P og 之

a ,

= J蓄=
2 ( 1 一 sv ) e t g a 一 ( 1 1 一 4 v ) t g a

4 ( 3 v + 2 ) e t g a + t g a
P o g 之
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丁 : ,

二 T 萝
,

二 一
(1 + 2 0 v )e t g a + 8 (1 一 v )t g a

4 (3 , + 2 )e tg a + tg a
P o g 犷

值得注意的是
,

这组解答并不适合
a 二刁 2时的情况

,

因为在利用边界条件 (连
.

4) 时应用了关

系式 tg a 二 :
/
二 .

以上例子说明本文所述方法是可行的
,

但用幂级数得到的复变量广义解析函数一般只能

求得球体
、

圆锥体以及含有球形空腔的问题的解答
.
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