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摘 要

本文采用锥坐标下的N a朽er 一S to kes 方程式
,

利用迭代近似解法
,

求出了考虑流动惯性时锥面

间流体流动的速度分布
、

压力分布以及流量的解析式
;

并对轴对称过流流动的外向流和内向 流 进

行了比较
.

引 言

在液压工程中
,

锥形阀广 用于单向阀
、

溢流阀
、

减压阀和逻辑阀
,

是控制液 压 系 统压

力
、

流量和方向的有效结构形式
.

此外
,

锥轴承在流体动力润滑中也占有重要位置
,

陀螺
、

机床和仪表中均有广泛的应用
.

因此
,

锥面间的流体流动是轴对称过流流动的一 种 重 要 形

式
.

如同平行圆板间和球面间的过流流动一样
,

由于沿程过流断面时变化
,

在锥面间也必然

引起流动惯性
.

对于前二者
,

用圆柱坐标系和球坐标系讨论问题是人们所熟 知 的
,

如 文 献

〔1
,

2
,

3〕等
.

本文将用正交圆锥坐标萦对锥面间的流动惯性进行详尽的推导和讨论
.

二
、

基 本 方 程

建立正交圆锥坐标系雪
,

甲
,

刀,

如图1所示
.

称舀和刀分别为锥面的切向和法向坐标
,

而 甲

为方位角
,

其所对应的速度分量为
“ , v , 叨

.

若 a为半锥角
,

则正交圆锥坐标系与直角坐标系

的对应转换关系为

{y =

(雪sin a 一刀e o sa )e o sp

(君sin a 一刀e o sa )sin 切

z 二古e o sa + 叮sin a

其L a m e
系数

H
: = l

,

H
Z
= 省s in a 一刀e o sa

,

H
3 = 1

由于流体进入间隙的方式不同
,

锥面间的过流流动可以具有中心供油 (或供气 ) 的圆形

油腔结构
,

如图 2 所示
,

或具有环形油腔结构
,

如图 3 所示
.

假设锥面间的工作流体是不可压缩 (流体密度p 二常数) 和常物性 (流体动力粘度拌= 常

.

钱伟长推荐
.
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图 1

滩抓)

图 2

数) 的
,

定常并呈轴对称的层流流动 (口/ at == o
,

a闰甲= o
, v 二 0) ;

忽略质量力 , 若间隙为h,

且h烤《 1
,

可 以认为w = 0
.

则锥坐标下的N av ie 卜 S tok es 方程式可简化为如下形式

、....、/

!一

!
.J

面一助
_ _

_

口“ aP
.

「a、
.

a、
.

那 叱 = 一 a叠
一 个 拌L

一

砧f 个 耐一

s , n a 百聋一
“o sa

雪5 in a 一刀e o s a

u s in 么a

(雪sin a 一刀e o sa )
2

。= 一少 + 。
,
、一

脚竺cos
“

、 ,

0 冲
’

气弓5 In a 一刀C o s a )
-

(2
.

1 )

式中 P

—流体的静压力
.

连续性方程为
a“

a占

钻S l n a

君5 in a 一刀e o sa
(2

.

2 )
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联联羽似铡铡

仿边界层理论
〔‘」,

将P视作与刀无关
,

即有aP /助 = o
,

因而夕仅是占的函数
.

假定以圆锥的对称轴
二
为基准时

,

参照图 l( 如对刀进行下述坐标变换
r = 雪tg a 一叮

则式 (2
.

1) 和(2
.

2) 成为

(2
.

3 )

“lra一a,止r口路

P肠
~

5 沁

U 弓

aP

口占

口Zu

十止
tg a 口u 口么u

一。 ‘一

十
- 石 ,

十
0 9 o r -

tg a
_

.

-
一 “

r

tg z a
.

、
一 一

几 , “ I
r ~ /

(2
.

4 )

(2
.

5 )

口一已
了

!
、

拼十

U‘‘5口a

其边界条件为
r = 粼ga 和 r = 粼g a 一h 时

, u = 0 (2
.

6 )

三
、

具有圆形油腔的锥面间流动的迭代近似解

一级近似 把式 (2
.

5) 对雪求偏微分后代入式 (2
.

4) 右端
,

则式 (2
.

4) 线性化后有

口 了 口u

厉 气
r es

石卜
、=
少, 口宜

(3
.

1 )

因为口P户占与
r无关

,

将上式对
, 两次积分

,

并利用边界条件式 (2
.

6 )
,

求得

一 泰粗
·“十 ‘Zhft ga 一人

‘
,

了r
.

、
‘n
气查

C t g “)
/

_

h
I n 爪1 一

二 c t g
、 g

_ 、、扩八
八

(3
.

2 )

通过任意 雪处过流断面的流量

考乞g 。

“
·

2 兀rc os a dr (3
.

3 )
古t g a 一 h

f!
..J

一一Q
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把式 (3
.

2) 代入上式并积分
,

得

O ==
兀C O Sa

2拌

一、舀, tg “。+ 要* ,
雪
“tg

‘

h
4

‘
a 一九

。

互tg a 十 万 一
任

h,雪
, , g , a 一h,君, g a +

t
‘·

(
‘一

音
。tg

a)
(3

.

4 )
r.l
‘.�‘

刀
.

一二g
浮曲

.

一d

由于上式右端分式项的分母中含有两项差的对数
,

难以直接化简
,

为此做如下处理
:

因为

l 二 沪
.

尸
‘

护
‘

、

I n ( 1 一勺 = 一妞r十 二
‘

十下 十 二
, . ‘ ·

十二 , 十⋯ 万 ( n = 1
, 2 , 3 , ,

二 )
\ 乙 0 n l

令
1

In ( 1一 t )
== E

a . t‘一 ’ ( m = o
,

i
,

2
,

⋯ )

+
ts一8

+则
‘

一 (
二 t名

.

f二 t4
.

t6 公。
.

尸
t 十 二

~

十不
.

十 二十 蔺 十
一

万 十百
乙 0 4 勺 0 丫

⋯

)(宁
+ 一 + 一‘+ 一‘

“
+ ““’

+ 气尹+ a. 严+ 叭ta + as 尸+

将上式右端展开后
,

比较两端系数解得
。‘,

⋯
)
从而构造出一个新的级数

1

I n ( 1一t )

1
.

1
.

t t Z

= 一万产十 二石 十 了又 十 二刃 十
不 乙 l乙 乙 4

1 9
. , .

3
~

7豆百r 一十
~

16石r 十
8 6 3

6 0 4 8 0
t . +

2 7 5

2 4 1 9 2
t。+

3 3 9 5 3

3 6 2 8 8 0 0
尸+ ⋯

( 3
.

5 )

此级数在二级近似中还要多次用到
,

之所以需要精确到九项之多
,

正是因为在二级近似中这

是必不可少的
.

置换 t= 省
一 ’ho tg a ,

而后将式 ( 3. 5) 代入式 (3
.

4)
,

即得

O二
动

8
君

s in a

6拌 贵
·

A

(夸
·t g a

) ( 3
.

6 )

式中
J

, h
.

、
‘

i h

二
1 h 2

.

,

直诱
一

c t
ga ) =

主一万 万
c t
ga 十面 子

“t g
一
a 十

’

“ ( 3
.

7 )

因为犷
‘
ho t g a 《 1

,

则忽略犷
‘h c tg a及其高阶小量

,

得

涵
8占s i n a d P

6拼 d雪 ( 3
.

8 )

_
_
_ 6 梦贝

ra .

动
8
占

s in a ( 3
.

9 )

一一一
司�

, 沪L�一女�Qd一d

把上式代回式 ( 3
.

2 )
,

即可解得一级近似速度

U 二二二

-

3Q
2动

8君s i n a 「
, 忿+ ( , “ , g a 一h“,

1·

(誓
·, g a

)
‘·

(
‘一

音
·‘g a

)
一 :

名t g Z。

〕 ( 3
.

1 0 )

二级近似 仿照一级近似推导步骤进行
,

但二级近似的推导工作将较之复杂得多
.

同理
,

把式 (2
.

5) 对君求偏微分后代入式 (2
.

4) 右端
,

保留左端惯性项
,

则式 (2
.

4)

成为
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(3
.

1 1 )

式中 尸一 , +

雪
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·

把一级近似速度
u 的表达式 (3

.
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利用边界条件式 (2
.

6 )
,

求解微分方程式(3
.

1 2 )
,

得出二级近似速度表达式
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展开整理后
,

得到了一个十分简
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Z s i n a

B (;
·, g a

) ( 3
.

1 8 )

式中 A (夕
’hc t g a ) 已如前述

,

而

~ l h 、
_

l h
B f 二。t g a 】= 1 一 公 策

一

ct g a +
一、宜

~ 一 。一 ,
一

2 互 。

同一级近似
,

若忽略夕
’ho t g a 及其高阶小量

,

则

1 9 h
Z , .

肠万 梦
“〔g

一
a 十 “

‘ ( 3
.

1 9 )

Q * 一
汀人3今 in a

6拼

g PQ
Z
h

1 4 0拼减
Z s i n a

( 3
.

2 0 )dP一叱

从而得到压力梯度
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一一-

- - 一

一 一
一

一
~

- -
.

~

一一
-
-

dP

d雪
-

有关压力的边界条件为

当占==

6拼Q
元成舜丽 +

2 7 PQ
么

一

而元项恋弃而坛
(3

.

2 1 )

君:
时

,

p = p
,

(3
.

2 2 )
当雪= 君

:

时
,

P , O }
将式 (3

.

2 1) 对君积分
,

并由上式的边界条件确定积分常数
,

则得二级近似压力分布规律

P =
6“Q

兀hss in a

君
: .

一‘
个

、

二几
自 1 4

2 7 PQ
2

0恋忍hZ sin 么a
了工

_

_ 1
_

、
、鱿 扩,

(3
.

2 3 )

而间隙两端的压力降为
‘

、毛./
.

一21l

eswe
目

封
户

潜
兑

△P , P
,

=
印O f_

君: 」 _

-
~

面豆 石- 一一 ‘“ 云~ 门厂

兀月
。 5 1 11 口 自么

2 7PQ
2

1 4 0兀
Z
h

Z sin Z a
(3

.

2 4 )

若以压力降表示压力分布
,

则由上二式可得

hi 言
· ’ .

—石凸P 十

,

君
:

In ~ 王
2 7 PQ

1 4 0兀忍h
Zs in

Za !(扩切
一

硷
一

卖 (3
.

2 5 )

因此
,

压力分布可做如下的无因次化
1们鱼

P
_ _

_ ‘
一 舀

.

1
.

一一 二 二
一

- 蕊
一 ~ r

‘

△P In 左毛
一

占:

2 7 p Q 么 「1 了
,

占r、 1 1 1 、
‘一 雪1

一二 丁石 、 1
.

硒
一

下
, 蔺

_

! 三、 1 1 一
一 ‘ , . 一 , 记 ,

一认 . - ~ ~ 乡
一

l

1 4 U汀
“打“s ln “

a 凸P L g 王\ g
一
/ \g 歹 9 1 / 10 9 一J

“
‘

,

飞

省2

,

君
,

I n 已

(3
.

2 6 )

其中流量可由式 (3
.

2 4) 求得

_ 6“ 、。 首: 山 / 了6拼 1 。 雪八么二 2 7 p f i _ 1 、
* *

—
一 万 反一

几“ 下 . 飞 , 甩
一

亏 , 一 二 “ ‘ , I 一 , 户 . ‘ 1 ‘ 于 , ~ 2 尹

O = 一一些二
~

丝组二一立卫l
~

一处生一
-

些色二 些互一皇奚全
.

_
, ~ _

/ 1 1 、

““气贾一爵)

7 0汀hsin a (3
.

2 7 )

取蚕
; 二 1 1

.

8 2 3 e m
,

占
2 = 3

.

6 2 4 e m
,

a 二 3 0
’ ,

h二 0
.

0 0 5 e m
,

P = 0
.

8 7 x 1 0
一 “

k g f
·

5 2
·

e m
一 4 ,

而△P (k g f
·

c m
一 “)取任意值

,

由式 (3
.

2 7) 和 (3
.

2 6) 做无因次压力分布曲线
,

如图4所示
.

与文献〔5 〕的实验值比较
,

二者基本上吻合
.

这里
,

由于间隙甚小
,

流动惯性不突 出
,

故线

性解与非线性解重合在一起了
。

四
、

锥环面间的压力分布和流量

如图 3 所示的环形油腔结构
,

使锥面间的流动分为2一1段的外向流和 3一 4段的内向流两

种不同情况
.

其中外向流与前述圆形油腔者完全相同
,

而对于内向流
,

只要以 一。
代替

。
进行

同样的推导
,

即可求得其相应的二级近似解
.

不过
,

这时的压力边界条件为

当占二氛和占‘氛时
,

p 二介 不
当雪“自和言= 氛时

,

P二 0 )
(4

.

1 )

令以脚标 。和 i分别表示外向流和内向流
,

则其二级近似压力分布为

P户
6拼Q

。

汀h3 sin a

:
_

_

蜜
, .

1 1 1 ‘ ~ 卜

白

2 7PQ合
1 4 0兀Z

hZs in
名a (决

一

;
2

) (4
.

2 )
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本文式 (3
.

2 6 ) 的解
; + :

文献〔5〕实验值 )

图 4

‘
_ 6拼Q . 1_

雪
」

”一 菇石骊污而百
‘“

互丁
2 7p Q I

1 4 0兀Zh Zs in 名a (4
.

3 )

而间隙两端的压力降为

、
。
一

濡蹂
石In

补
△, ‘

六娶外
二 ;n导

+

J ‘r ‘ ) 上““ g 名

2 7PQ合
1 4 0兀名h

Z sin Za

2 7 p Q幸
1 4 0兀

,
h: s in , a

(4
.

4 )

(4
.

5 )

设若叽和姚分别是两侧间隙进口氛和占
3
处的平均流速

,

则流量可以表示为

Q
。

= “:
·

动
sin a (2占

: 一h et g a )

Q ‘= u :
·

二hs in a (2雪3 一h et g a )

注意上二式
,

即可由式 (4
.

4) 和 (4
.

5) 定义下述的压力损失系数

(4
.

6 )

(4
‘

7 )

‘·

豪
+ 刀

。

, ·

叠
+ 刀

‘

(4
.

8 )丝Re0一一
户一川匀一夕

一j.一一O口一一标

O自一e1一J
‘

一一标飞丫兰一

。 尸u

Z

八P‘

(4
。

9 )

式中

,
。

一默鬓
一

l) (4
.

1 0 )

刀
‘ 器

一

(鬓
一 ‘

) (4
.

1 1 )
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琢作硫劫俪性庄历损失修正系蔽3
-
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一
-

一

主 成 敏

R
一平

Re
‘

一
粤

h

2君
2
一he tg a

(4
.

1 2 )

h

2占
3
一he tg a

(4
.

13 )

称作进口修正雷诺数
。

把式 (4
.

1 2) 和 (4
.

1 3) 分别代回式 (4
.

8) 和 (4
.

9 )
,

解得进 口平均速度

h
Z
AP

o

韶3
=

e 。
·

6拌(2君: 一he tg a )In (占,
/占

2
)

h
Z
AP

‘

c ‘
·

6拼(2雪3 一he tg a )In (占
。

/省
‘
)

(4
.

1 4 )

(4
.

1 5 )

将之分别代入式 (4
.

6) 和 (4
.

7 )
,

即可导得流量表达式为

Q
。

(4
.

1 6 )

Q ‘

滋
3s in a △P

。

c 。
·

6拼In (占:
/雪

2
)

兀h3s in a 么P‘

c ‘
·

6拼In (古
3

/占
‘

)
(4

.

17 )

式中

一
‘十

可盖
‘·

氰
一标 /截

一

‘

嚎
。 一 , 十

叮盖
,·

瓮
一标 /吴营“

·

食

(4
.

18 )

(4
.

1 9 )

称为流量修正系数
。

显然
,

通过整个锥面的流量为

Q = Q
。
+ Q‘

,

(4
.

2 0 )

讨论整个锥面间的流动时
,

必须注意到下述事实
,

即2一飞和 3一4两段间隙内的流场并不

是相互独立无关的
,

而是存在着必然的内在联系
,

这个联系就是由压力边界条件式 (4
.

1 )所

确定了的△P
。= △P‘= 么P

.

这样
,

由式 (4
.

4) 和 (4
.

5) 的相等
,

且注意到式 (4
.

6) 和 (4
.

7 )
,

即可得到
u 。和。2

间的函数关系
2/、.

r
产门口月.J,孟2

‘‘�卜‘

n
嘴.二+

解
l·

劲
么
十

儡八鬓
一 1

)尸锣; (叠;
一 1

卜丝喋必
一

簇
。

(鬓
一‘

)

氛�氛一
n一

拜一h:
一

一一
一一U

( 4
.

2 1 )

当给定了结构参数
、

流体的物理性质以及某一侧间隙的进口修正雷诺数后
,

即可对整个锥面

间的流动进行讨论
.

参见文献〔6〕
,

讨论 用下列数据进行
:
君

;
= 10 c m

,

雪,
/蚕

2
= 占

3

鹰
‘
二 1

.

25
,

君
2

/占
3
二 1

.

6
,

h二

o
.

oos e m
,

a = 4 5
‘ ,

p 一 o
.

8 7 x lo
一 。k g f

·

5 2 ·

e m
一 4 ,

拌二 Zo x z o 一 s
kg f

·

S
·

e m
一 2 ;

还 给定 了

R e 。“ 0
.

0 0 0 5 ~ 0
.

00 1
.

这样
,

对于外向流按前述各推导结果可直接进行计算
,

而对 于 内 向

流
,

则需经过式 ( 4
.

12)
,

( 4
.

21 )和 ( 4
.

13 ) 的转换计算
,

首先由R eo 算得R e , 之后
,

方可进行

其它各项的计算
。

图 5 所示即为R e ‘与R e 。间的关系曲线
.

因为本算例来源于流体动力润滑
,

其供油压力不
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尸尸尸尸尸尸日
。 x 10 一 333

高
,

且间隙甚小
,

故进 口修 正 雷 诺 数不

大
,

流动惯性亦不太突 出
,

所 以 R e . 与

R e 。

间近乎蜘性关系
.

图6和图7分别为外

向流和内向流的压力损失系数及流量修正

系数与进 口修正雷诺数间的关系曲线
,

而

表 1 为其计算数据
.

因为流量修正系数是

相对值
,

由式 (4
.

1 8 ) 和 (4
.

1 9 )已知
,

其

线性解对于内
、

外向流均为 1
,

考虑 了流

动惯性之后
,

对于外 向 流
,

c0 < 1
,

而对

于内向流
,

则 自> 1
,

对应于 式 (4
.

16)

和 (4
.

1 7 )
,

即流动惯性使得外向流流量增

加
,

而使内向流流量减少
.

这是由于外向

流时
,

过流断面沿程不断 扩 大
,

流 速减

低
,

则考虑流动惯性后比仅考虑粘性摩擦

时所产生的压力降减小 , 若保持压力降不

0.7图

9 99 82

R
口 。 x 2 0

一 J

变
,

则需增大流量
.

内向流时正好相反
,

其过流断面沿程不断减小
,

流速升高
,

则考虑流动

惯性后比仅考虑粘性摩擦时所产生的压力降加大 , 若保持压力降不变
,

则需减少流量
.

综合

以上三图及表 1 还可看到
,

进 口修正雷诺数越大
,

流动惯性效应越突出
.

因此
,

对于润滑问

题
,

忽略流动惯性不至于产生太大的偏差
,

而对于各种锥阀孔口 的流动
,

因其间隙 h
一

较大
,

从而进口修正雷诺数亦较大
,

故对流动惯性需认真对待
.

五
、

讨 论

当 a = 9 0
’

时
,

锥环面即转化为圆环面
,

而中心供油的锥面则转化为中心供油的圆
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面
,

如图8和图9所示
.

由式 ( 4
.

2 ) 和 (4
.

3 ) 直接可得圆环面的压力分布为

P o =
6“Q

。 , _
R

;

一〕顶一 l u 一下一 , ~

兀件
一 r

2 7 PQ君

1 4 0兀
2
h 2 (5

.

1 )

P‘二 ln
2 7PQ昙

, r 二 丁二一 , , ,

王4 U汀
“门“ (5

.

2 )
rR

而中心供油的圆面的压力分布即为式 (5
.

1 )
。

2
.

文献【6
,

7〕等曾用球坐标系对锥面间的流动进行过卓有成效的工作
,

但是在本 文 对

锥面间流动惯性的研究中
,

已经显示了锥坐标系的优越性
,

它的物理概念清晰
,

数学处理上

也不困难
,

应该引起重视
.
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