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摘 要

在前文中
:‘飞 ,

作者首次提出了大泣侈 1附戈性弹性力学的位能原理和余能原理
,

以及各种允 全

的和不完全的广义变分原理
.

但在约束条洲和欧拉条件土
,

证明和叙述都不很 明 确
,

有时甚至把

原来应该是欧拉方程的误认为是约束条件
,

如余能驻值原理中
,

应力位移关系原应是欧拉方程
,

但

把它当作了变分约束条件
.

这就是说
:

我们把余能驻值原理约束得超过了必要的要求
.

还有
,

在所

有变分原理中
,

应力应变关系式都是不参加变分的约束条件
,

亦即
,

他们是从已定应力导出 应 变

或从已定应变导出应力的约束条件
.

这一点
,

在文〔1〕(19 7 9 、中
,

并未明确指 出
.

本文并将用高阶

拉氏乘子法
,

导出更一股的 )
’ 一

义变分原理 (1 9 8 3、川
.

木文使用 V
.

V
.

N o y o z
bi lo v 的 有关非线

性弹性力学的成果丈19 5 8 )
i“,

.

大变形非线性弹性理论

一般研究弹性体的大位移 (即有限) 变形时
,

可以采用拉格朗日坐标
,

这种坐标有时称

为拖带坐标 (C o m o v in g C o o r d in a te s )
.

这种坐标是 L
.

B r illo n in (1 9 2 8 )“」
所首先使 )}]的

,

称为拉格朗日坐标
,

S y n g e 和钱伟长 (19 4 0 )
〔5 1称为拖带坐标

.

即弹性休 卜各实点都用坐标值

二‘标定
,

这个坐标值、‘在变形的过程中保持不变
,

但坐标框架的形状变了
.

例如
,

在变形前
,

如果把弹性体各点用卡氏直角坐标框架值从标定后
,

在变形中这个坐标点随各点移动但其值

不变
,

所以坐标框架的形状起了变化
.

若用u ,

来表示位移
,

则可以证明在大位移的条件下
,

应变位移关系式可以写成

。 ‘, 一

l
(。‘

, , + “, , ‘
+ 。。 , ‘。一 , ,

(在犷内) (1
.

1 )

在小位移变形时
,

略去非线性项
u 、 , ‘“。 , , ,

就可 以还原为小位移变形的应变位移关系式
.

有关

大位移变形理论的详细论述
,

可以参考 V
.

V
.

N oy
o z hi lo v ‘“’和鸳津久 郎(1 9 6 5) 〔”’.

静力平衡是在变形后的条件获得的
,

平衡单元的表面面积在变形中有 了改变
,

这种改变

对于单元的内应力平衡当然是有影响的
.

如果把这些影响考虑在内
,

则在大位移变形条件下
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一

友屯氏符号
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(f等几)
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3 )
了1
声

l
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非线性弹性体的应力应变关系见文厂7 」(1 9 8 7 )
,

总结如下
:

应力应变关系可以通 过 应变

能密叹
一

月(〔
,

‘, )来表示
.

亦即

j一 I
,

2
。

3 ) (1 二la )

( 1
.

4卜)

胡

口
_

J

a e i了

旦可以 川余能密 !仁刀(
‘, ‘, )来表示

,

日B

d J
‘, 一

。, ‘, (f
.

亦只!J

己‘, (i
,

了一 1 , 2

也可以根据能量恒等式来表示

巾 一
、
望(e )+ B (〔; )一 e ‘, J 、, = o (1

.

4 e )

这里必须指出
,

对线性的小应变理 !含而言
,

月(e) 是 。 : , 的二次不变量
,

B (a ) 是 二‘j 的二次不

变量
.

对于非线性弹性体而言
,

月(e) 和B( 的分别是
e : j 和 二‘, 的高次不变量

,

而且
‘

有正定二

次式
:

口2
月

口e ‘, 口e 。,

口“B

口‘
r 、,口〔丁、 z

不论挂线性和非线性的弹性体而言
,

d e ‘, 占召
、:

》 0 (1
.

sa )

占J
, , d

。‘、,

资。 (1
.

sb )

(1
.

4 a ,

b
,

c ) 都代表应力应变关系
.

我们必须指出
,

对

于线性弹性体而言(l tc )
,

挂可以析成因子的
,

但非线性弹性体
,

则不能析成因子
.

即

巾 (e ,
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边界条件为
:

位移已给的边界条件
,

“‘= 路 (在S
“ _

助 (1
.

8 )

外力已给的边界条件
,

(,
, ‘, + u ‘, , )a , * , * = 歹

‘
(在S

。

仁) ( 1
.

9 )

其巾

我们的问题共有3类变量
u , ,

的方程
,

即应变大位移关系 (1
.

S 二 S
。

十 S
。

二总边界而 (1
.

1 0)

a , , , e ‘, (1 5个分量 )
,

有3种求解这些待定变量 (共1 5个)

l )
,

应力平衡方程(1
.

2 )
,

和应力应变关系(1
.

4 a )或 (1
.

4 b )
.
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还有边界条件( 1
.

粉
,

(1
.

9 )
.

这 趁 个边界傲问题
.

我们也可以把这个问题变为变分问题
.

三
、

大位移非线性弹性理论的最小位能原理

大位移非线性弹性理论比
.

最小位能原理和小位移线性弹性理论相同
.

它可 以与成

9一方

在满足大位移从变戈系 (仁 幼 和边界位移已给灼条件 ( 1
.

8 ) 的刀f有
,

切允许

中
,

其使弹性体总位能jj
; :

为最小的、 ,
(和 。 , ,

)
,

必 为有关弹性力学问题的精确解

亦即
:

这个变分问题变分约束条件为 (1
.

1 )和( ]. 8)
,

变分所得欧拉方程为 (1

[但以口理/ 口
。‘, 代表二 ‘,

的牙
.

如}果 引进不参加变分的约束条件 (1
.

4a)
,

则 胜述欧拉
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.

9) 的形式
.
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,

则(2
.
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七
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.
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,
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这是 (1
.

5a )所决定的
.
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这是以应力j二
、, 和应变加

, , 所形成的应变能
,

所以
‘

定 是正的
,

这就证明了(2
.

6 )
.

从而证明

了最小位能原理的充分条件
.

二
、

大位移非线性弹性理论的余能驻值原理

大位移非线性弹性理论的最小位能原理是大家都知道的 (第 2 节)
,

但有关余能原理一直

到七十年代才获得解决
,

这里将介绍
一

种余能驻值原理
,

它是我在 1 9 7 8年
‘”得到的

.

由于变

形中体积元素产生有限变化
,

所以
,

象小位移变形弹性理沦那样 仁肉最小余能原理
,

我们并未

找到
,

这里介绍的只是
一

个驻值原理
.

大位移非线性弹性力学余能驻值原理

在满足大位移变形的平衡方程(1
.

。‘中
,

其使打
: 。(a

, u )为驻值的 a ‘, , 。‘

2 )式
,
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,
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,
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于是
,
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.

当 : ‘,
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.
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大位移非线性弹性理论的变分原理和广义变分原理
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大位移非线性弹性理论的变分原理和广义变分原理
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