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摘 要

本文提出一种利用摄动有限元求解线性蠕变问题的方法 (PFM C )
.

它可用于平面蠕变问 题
,

诸如钢筋混凝土梁
,

预应力混凝土梁
,

钢筋混凝土圆筒或位于弹性或粘弹性介质中的钢筋混 凝 土

隧洞及地下建筑等
.

本方法不采用一般增量法中关 于在一个时段内各物理量保持不变的假设
,

提高了分析 精 度
,

加大了计算步长
,

减少了机器存储
,

提高了运算效率
.

本文构造了包含钢筋在内的 四节点四边形等参单元的有限元摄动格式
.

并给出五个 算 例
,

与

解析解相比
,

有令人满意的精度
.

、

引 言

随着生产的发展和工程规模的扩大
,

材料的蠕变影响愈来愈受到重视
.

蠕变分析的特殊困难在于材料的本构关系是应力
、

应变及它们导数的微分或积分方程式
,

加之复杂的边界条件和受荷形式
,

一般难求到解析解
.

随着计算机技术的发展
,

以及各种数值技术
,

特别是有限元方法的发展
,

为蠕变问题的

求解开辟 了一个新的天地
.

目前
,

一 般增量方法在这个领域 已取得了一些成果
〔’, “, ”, ‘ , 马」,

但仍存在某些不足
:

( i ) 一般增量方法要假定在 一个时段内J才料的性质不改变
、

应力保持不变或随时间作

线性变化
汇’, 嘴 , ” ’,

这显然与真实情况有差异
.

(i i) 由于以上假设
,

使计算步长受到限制从而增加了计算机时
.

(ii i) 由于蠕变问题的特殊性
,

用一般增量方法计算时
,

通常要有较大的信 目
、

贮存
.

鉴于土述考虑
,

本文从 A p yrr lo H 。 。 的线性蠕变理论出发
「6 ’,

应 用 摄 动有 限元给 出
‘

个兼顾到空间和时域的求解蠕变平面问题灼
一

般算法
.

它不仅适用于单
一

蠕变体
,

而且适于

两个或更多持荷龄期不同的相互祸合的蠕变体
,

并较台理简单地考虑了材料性质随时间的改

变
。

摄动有限元方法 艺PFM 〕是 种较新的数值方法
,

曾被用于弹塑性分析和大变形问题及

其它非线性问题
〔7 , “, “ , ‘。 ,

将此用于求解蠕变问题是
」

个新的尝试
,

可克服一般增量力法的不
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足
,

可用较大的时间步长和较小的存贮得到合用的结果
,

从而提高了运算效率
.

本文采用四节点四边形等参单元
,

并建立了钢筋附属单元
.

二
、

线性蠕变理论中的本构方程

从A p y T o H : H 的线性蠕变理论出发
,

平面问题的本构方程为
:
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三
、

有限元及本构摄动方程

由虚功原理得
:

{
。
“、·}·、。 } d 犷一

!
。
“、· , ·、F }d 犷 +

{
。 “、·} ,

“ , d“

这里
,

{了}= {f
: ,

f
, 尸 是面力向量

,

遥F }一 {F
二 ,

F , }
,

是体力向量
,

笼好二笼u
,

好甲

令
: 二(t一 t。 )/ T

此处t0 是任意时间起点
,

T 是时段长
.

(3
.

1 )

是位移向量
。

(3
.

Z a )

令 诬a (s )卜乙 {a }“
·

: f7’
( 3

.

Zb )



线性蠕变平面阿题中的摄动有限元方法
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,

t= t0
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,
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:
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其余时段的初值将由前一时段末的值

给出
。

四
、

四节点四边形等参单元

考虑到计算精度程序实现
,

采用四节点四边形等参单元
.

其基本参数为
:

{及 }~ 笼u ‘, v ‘ , u , , v j , “。 , 刀 , , u , , v ,

} ,

仁j\/ 」== [万‘,

刃 , ,

刃。 ,

刃
,

〕

(魂
.

1 )

(4
‘

2 )



线性蠕变平面问题中的摄动有限元方法

(4
.

3 )
o凡No

〔刃。

卜〔

万, = 香(1 + 雪, 雪)(1 + 。。。)
4

(4
.

4 )

[B 〕= [H 〕〔N 〕二 [石‘ ,

万,
,

石。
,

刀
,

] (4
.

5 )

「
aN ,

!
‘“

〔B “〕一

}
”

}
aN

.

L 口y

日N 扮

口g

口N 。

aX

(4
.

6 )

(a
‘
+ B省)

,

一 (a 。+ B 刀) (1 + 叮, 灯)雪
,

了..、/、11叹、1.ee1

z
口N 。

a夕

1

一 1 6 }J }「
了丫义

,才孟

口一口

一 (a 3 + A舀)
,

(a : + A 刀) (1 + 舀。君)叮,}
(k == i

,

j
,

m
,

P )

这里 al = 兄占
a“

a :
二兄君

。g ,

a 3
= 万 , , x ,

a ‘== 云。; 夕。

A = 乙 条补、

B = 乙雪
。。。, 。

IJ }= 1 6
一 ‘

[ (a ; a ‘一 a 3 a Z )千(a ; B 一 a ZA )雪+ (b
‘
A 一 a 3

B )。〕

座标转换后有

(4
.

7 )

(4
.

sa )

(4
.

sb )

(4
.

se )

(4
.

s d )

(4
.

se )

(4
‘

sf)

(4
.

8 9 )

d 戈d y = }J }d拟刀 (4
.

9 )

心 气

办
妙

.

二八

(雪
,
、 , , z 。) (雪

, , ,
泞。 )睡⋯三八(。z

, 。z)

一,
叮乌



乌详 瑞 锋 杨 海 天

五
、

钢筋单元的刚度矩阵

基于四节点四边形等参单元
,

构造一种含钢单元
.

推导简明
,

使用方便
.

在某些问题中

应用可得到满意的结果
.

其基本假设如下
:

1
.

混凝土和钢筋间无相对滑动

2
.

只计钢筋的轴向应力

3
.

钢筋变形在弹性限度内

4
,

钢筋的两端位于四边形的两对边上
.

见图 2
.
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假设钢筋的两端位于幼和了。边上
.

当两端在灯和阴夕边上
,

令 (孙
,

歹。 )
,

( 厉。 ,
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,
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.
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,
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,
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六
、

算 例

受均匀内压的钢筋混凝土圆筒

考虑
一

个受均匀内压p
,

的混凝土回简
,

简的外表面 与网筋接触
,

设6是例筋的厚度
·

若每
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图 3

单位长圆筒钢筋的面积是 F
。 ,

那么F
。

二 d
,

见图 4
.

参数和符号给定如下
:
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A
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2
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纯弯曲钢筋混凝土梁

计算两个配筋率拼不同的纯弯曲钢筋混凝土梁
,

见图6
.

当弹性模量刀随时问变化时
,

钢

筋应力的增加和混凝土应力
}
一
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.

这里
,

厂
, ,

歹( N
3
二 4

,

拜= 1帕
,

最小变步长为2 0天
,

E 二 2 欠 l o s
k g /

e m 之)
,

G
,

G ( N
。
= 4

,

拌二 2 肠
,

E 二 2 又 1 0 污
k g /

e m
Z ,

最小变步长为 2 0天 )
,

H
,

万 ( N
3
二 4

,

拼二 2肠
,

厂= 2 又 1 05

( 1一

e
xP 仁一 0

.

0 3 t」) k 匕/
c m

“ ,

最小变步长为 20 天 ) 由 P FM C 给出
, ‘ · ’
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.

其余参数

同例 1
。
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.

预应 力钢筋混凝土梁

图 8所示为一预应力钢筋混凝土梁
.

计算参数给定如下
:

钢筋初始相对变形为么= 0
.

0 02
,

配筋比协二 1肠
,

均匀步长为20 天
,

N
3
= 5

,

其余参数与 1同
.

计算结果示于图9
,

这里
: , ,

, ,

由

PF MC得到
, ‘ · ’

由〔6 ]给出
.

4
.

无限大弹性介质 中受 内压的钢筋混凝土圆筒

图 ]0 所示为 一无限大弹性介质中受内压的钢筋混凝
二L圆筒

计算参数给定如下
:

a 二 2 0 0 c m
,

b二 3 0 0 e m
,

己= o
.

6 e m G 。二 0
.

7 火 1 0 汤 k g / em
达 ,

E 。二 2 火 10 6
k g /

e m
“ , , 二 0

.

3
,

P二
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计算结果示于图 1 1
、

图 12
,

这里5 2 ,
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图 10

5
.

考虑开挖应 力后的无限大粘弹性介质 中的圆形

混凝土衬砌

本例所考虑的情况见图1 3
,

户是开挖应力
,

计算结果

见图14 与图 15

计算参数给定如下
:

E
。
= 2

.

0 又 1 0 3
k g / e m 气

v 。== 0
.

1 6

E
。 。

= 1
.

0 x 10 ‘ k g /
e m

“,

P = 一 1 0 k g /
e m

“ , v 。。
= 0

.
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a = 5 0 0 e m
,

b = 4 7 0 e m

混凝土龄期40 天
·

等步长为 10 天
,

N
3
二 4.

混凝土和粘弹性介质的蠕变度分别为

C = 0
.

5 x 1 0 一 5
(1 一 e x P仁一 0

.

0 2 5 (t一 ‘ )〕

C
。。
二 5 又 1 0

一 4

(1 一 e x P〔一 0
.

0 2 (t一 r )〕

开挖后 5天衬砌
.

图 13

在图1 4和图 15中
,

l
, ,

l
: ,

1
3

由PFMC得到
,

I : ,

1
2 ,

1
3

由〔1 2 〕给出
.

从以上五个算例可 以看出
:

( a ) 用PFMC可 以较大步长得到合用的精度
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( b ) 在计算时要兼顾考虑步长与摄 动阶数的影 响
,

当步长较大时
,

摄动阶 数 应 当 提

高
。

( C ) 计算中有限元分析对精度有很大影响特别对于无穷域
,

这将在以后讨论
.

七
、

结 论 与 展 望

1
、

由 PFMC 可 以较一般增量法大得多的步长
,

得到满意的精度
,

从而提高了运 算 效

率
。

2
、

3
、

PFM C可用于分析一类平面问题
,

诸如钢筋混凝土结构和地下建筑等
.

PFM C也可用于其它具有线性蠕变规律的结构
,

并有希望在非线性蠕变问题中得到

应用
.
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A bst ra e t

In this p a p e r , a m e th o d (PFM C ) fo r s o lv in g p la n e p r o b le m o f lin e a r e r e e p 15 p r e

s e n t e d b y u si n g p e r tu r b a tio n fin ite e le m e n t
.

It e a n b e u se d i n p la n e p r o b le m i n e o n s
记

-

e ra t王o n o f e r e e P
, su e h a s r e in fo r ee d c o n e r e t e b e a m

,
Pr e s t r e s s e d e o n e r e te b e a m

, r e in fo r e e d

e o n e r e te eylin d e r a n d r e i n fo re e d e o n e r e te 七u n n e l i n e la stie o r v is e o 一e la s t ie m e d iu m
, a s

w e ll a s u n d e r g r o u n d b u ild i n g a n d 5 0 o n
.

In th e p r e se n te d m eth o d
,

th e a s s u m pt io n m a d e in th e g e n e r a l in e r e m e n t m e th o d

tha t v a r ia ble s r e m a in eo n sta n t in a d iv id e d t im e in te r v a l 15 n o t ta k e n
.

T h e a e e u r a e y 15

im p r o v e d a n d th e le n g th o f tim e s te p b e e o m e s la r g e r ,

T h e e o m p u te r s to ra g e e a n b e r e
-

d u e e d a n d th e e a le u la t in g e ffie ie n e y e a n b e in e r e a s e d
.

P e r tu r b a t io n fin ite e le m e n t fo r m u la e fo r fo u r 一 n o d e q u a d r ila te ra l is o Pa r a m e tr ie e le
-

m e n t in e lu d in g r e in fo r e e m e n t a r e e s ta b lis h e d a n d fiv e n u m e r ie a l e x a m p le s a r e g iv e n
.

A s

o n t ra s t e d w ith the a n a ly t ie a l s o lu t io n ,
tli e a e e u r a ey 15 s a tis fa e to r y

.


