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摘 要

当具有n个自由度的系统加有P个冲击性的约束时
,

要求解系统的运动
,

一般都需要解 含 : + P

个方程的方程组
.

不文提出以待定乘子法为基础
,

分别就取广义坐标和伪坐标的二种情况
,

从 n个

碰撞方程中消去未知的待定乘子
,

将碰撞方程简化为n 一P个
,

它和P个冲击性约束方程一起组成了

含n 个方程的方程组
,

就能求解具有冲击性约束的碰撞问题
,

这比一般方法更为简便
.

一
、

引 言

考虑由N个质点组成的系统
,

它具有
n
个广义坐标

, q : ,

⋯
, q , ,

在其上加有 P 个冲击性

约束
,

其中有
s
个非完整约束

乙 b一‘空, + a , 。= o (刀= 1
,

⋯
,
‘)

P一。
个完整约束

f
a

(g , ,

⋯
,

a , , t )= o (a = s + l
,

⋯
,

P)

后面P
一 。
个约束又可写成

口f
如十 一公

~

=
U 肠

0 (a = s + 1
,

⋯
,

P )
ja价a日阳

乙�

因此
,

这两种约束又可合拼写成

乙
a , ‘空

‘
+ a , 。= o (刀= 1

,

⋯
, : , s + 1

,

⋯
,

p ) ( 1
.

1 )

对于这一类碰撞问题
,

在一般著作
〔‘’〔2 ’【“’

中
,

求解的方法不外乎下列两种
,

一种 解 法 为
:

从拉格朗日方程

= Q , + E
a , a 一。 ( ‘= l

,

⋯
, 。)

夕. 1

( 1
.

2 )
T必日口

工

T如口日d击

出发
,

其中Q ‘
为广叉冲力

,

在 t至 t十 : 。时间间隔中对
: 积分

,

得到碰撞方程

二 O
‘+ 兄 厅, a , , ( i = l

,

⋯
, n ) ( 1

.

3 )
夕. 1

、
、.娜/行矛一

.

q日一口了‘.、

△

钱伟长推荐
.



孙 右 烈

(1
.

1 )
,

(1
.

3) 二式联立
,

共
。 + 少个方程

,

可以求解这类碰撞问题
.

另一 种解法为
:

将约束( 1
.

1) 对系统的作用简化为 户个未知的约束冲量
:

S
, ,

⋯
J

S
, ,

系

统的碰撞方程为

《夏)
一

Q.+
“: “一 ‘

, ’ ‘ ’ , ”

( 1
.

4 )

其中 S :为S
; ,

⋯
,

S
,

的函数
.

( 1
.

1) 与(1
.

4) 式联立
,

共
。 + 乡个方程

,

可以求解这类碰撞问题
.

对于二个自由度的系统
,

如果要选取伪坐标
,
二 工,

⋯
,
二

:

来描写系统的运动
,

则从阿贝尔方程

粼
口

‘
一

黝
占/

‘
一 “

(1
.

5 )

推得
〔弓’n
个碰撞方程

m ‘, (才, 一 斤。, )== 兄 R ‘, S , (i== 1
,

⋯
, n )

称. 1

(1
.

6 )

,

乙,-l

和冲击性约束方程

乙
a , “

‘+ a , 。= o (刀= 1
,

⋯
,

户) (1
.

7 )

(1
.

6) 与(1
.

7) 式联立
,

可求解这类碰撞问题
.

综合起来说
,

具有 P个冲击性约束的系统的碰撞问题
,

总是作如下二步简化
,

先将约束

简化为P个作用于系统上的未知冲量
,

S
, ,

⋯
,

S , ,

或引入P个待定乘子
,

用待定乘子法
,

将P

个约束加于系统上
,

写出
。
个碰撞方程

; 然后再写出 p 个约束对碰撞后系统的位置和运动的

限制条件
,

因此这类碰撞问题最后都归结为要解含
n 十P个方程的联立方程组

.

本文对具有冲击性约束的系统的碰撞问题
,

从方程 (1
.

2) 出发
,

得到了用义广坐标描写

的系统的碰撞方程
,

在这些方程中已消去了和冲击性约束有关的待定乘子
,

从方程 (1
.

5) 出

发又得到了以伪坐标描写的碰撞方程
,

其中也不含由冲击性约束引起的广义约束冲量
,

最后

将这类碰撞问题都归结为解
。一p 个碰撞方程和p 个约束条件 (1

.

1) 或(1
.

7) 的联立方程
.

二
、

受冲击性约束作用时
,

以广义坐标

表示的系统的碰撞方程

考虑一系统
,

具有
n
个广义坐标

: q , ,

⋯
,

q 。 ,

在t时刻突然加 了P个冲击性约束 (1
.

1 )
,

这

P个约束在 t时刻是不连续的
,

即 (1
.

1) 式中的系数在 仁时取零值
,

在 t十时取值今
‘(3 ’.

但是在

碰撞时间t至 t + : 。
内

,

这 P 个约束是连续地加在系统上的
,

因此
,

在这段时间内
,

(1
.

1) 式中

的系数勺
,是 q : ,

⋯
,

g
。 , : 的连续函数

,

我们从方程组 (1
.

幻出发
,

考虑经过时间间隔
: 。,

系统

的广义速度
、

广必动量有一增量
,

待定乘子a , 是和冲击性约束有关的量
,

它和冲力一样具有

性质
:

1
.

lim a 声= 0 ;

向峥O

2
.

lim
{
‘+ r。 。 , d : 一“,

和分 OJ t

由(2
.

1) 式可知
, a , 是和占函数有关的量

,

它可以表示为
〔6 ’:

J , 二彦, 己(: 一 t ) (刀二 z
,

⋯
,

夕)

(2
.

1 )

(2
.

1 )
’

考虑到在碰撞过程中
,

系统上加了冲击性约束(1
.

1 )
,

因此在 艺至 才十 : 。
时刻内系统具有
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n 一 P= l个自由度
.

将(1
.

1) 式写成矩阵形式

{月。}+ 〔[刁
;

〕 仁月
2

」〕{冷}二 {o }

其中丈A
。

}为P个元素组成的一列矢
,

〔A
,

〕为少 火 l矩阵
,

全
。

〕全
,

{且
。

}二 [ a l。

[卫
2

〕为力 x 夕万阵
,

它们是

a , 。

〕
,

勺
J

一{
: A

Z

“一

{
a l乙+ 1

口产l+ I

.

;
‘. r‘.份孟.护

a
。

a

口护1

(1
.

2 )式写成矩阵形式为

碟 }
’一

《 }
’一‘。, ’ + ‘J ‘’〔〔“

1

“ 〔“
·

〕〕

其中{尸}” [P , ⋯ p
。

〕牙
,

P‘二a T 闰空
, ,

{贫}
一

}
_

货
通Q }二〔Q

:
⋯

d夕
二

d T

,

J O7’ 飞二 }
一

a T
,

二 。T }
r

L 口9 J L口q
, 口q 。

」

Q
。

〕T
,

笼a }= 〔a
,
⋯ a ,

〕少

取矩阵
【“’

[C〕二 !
一。

石
: 〔,

,

:
〕

〔I」

其中〔I〕为lx l单位矩阵
,

一〔月
2

」
一 ’

〔A
,

1为P x l矩阵
,

所以〔C l为
n x l矩阵

,

以〔C ]右乘 (1
.

2 )
产 ,

得到

王贫I
, 。C〕一

{且百}
’〔CJ一‘Q , ’〔C〕+ ‘a , ’〔〔“

1

〕〔“
2

〕〕〔C〕
(2

.

3 )

以 (2
.

1 )
‘

式和 {dP/ d : }= {A P }6 (: 一 t )
,

{Q }二 {Q }6 (: 一 t)诸式 汇“’
代入 (2

.

3 )式
,

再将 (2
.

3 )

式在碰撞时间侄 t + T 。

内对
T积分

,

得到

,
.

(t + 劫
王lm }

r o, 0 J t

{△P }, 占(丁一 才)〔C ]d : 一 1im
丁。, 0
{:
‘ 「”

{箭}
’〔C ’“·

= lim
丁O , O

{O }r 6 (: 一 t)厂C」d : + 1im

几分 0

f t + f 。
_

, ~ , _
_

_ _ 』 _ _ j _ _ ,
~

, , _ _ 、 ,

j
, I J 尸。(r 一‘)LL月 , 」 L月

2
」」t‘ 」a

“
艺

·

3 ’
‘

因为
〔6 ’[ [A , 〕 [A

:

〕〕[C〕= [ o〕且 lim

确峥O
{:
十 了。 ”

·

“‘一
‘, d一

0
,

〔0 〕是由零元素组成的
·
“ 矩

阵
,

〔C〕中各元素是和勺
‘
有关灼量

,

这些元素都是 q , ,

⋯
,

。
, , : 的连续函数

,

所以
,

根据J函

数的性质
〔5 ’,

由(2
.

3 )
声

式可推得

{么1
〕

}
T

iC〕二{Q }全〔C 」 (2
.

3 )
“

这里{△尸}二〔八p
,
⋯ 么P

,

〕r
,

A P‘为经过碰撞时间几后广义动量P
‘

的增量
.

(2
.

3 )
“

式即为以

矩阵形式表示的加有约束 (1
.

1) 时的碰撞方程
,

这是 由
。一P= l个方程组成的方程组

,

在这些

方程中
,

是不出现和冲击性约束有关的未知量勺的
,

(2
.

3 )
“

式和 (1
.

1) 式联立共l+ P = ”
个方

程
,

可以用来求解具有冲击性约束的碰撞 问题
.

这比过去用 (1
.

1) 式 和 (1
.

4) 式 联 立
,

或

(1
.

1) 式和 (1
.

3) 式联立
,

解含。 + 少个方程的方程组更为简便
.
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由此知道
,

加有 P个冲击性约束的系统的碰撞方程和加有外冲力作用的非完整系统的碰

撞方程
〔。’
具有相同的形式

.

三
、

受冲击性约束作用时
,

以伪坐标表

示的系统的碰撞方程

考虑系统具有
”
个伪坐标 二 , ,

一
,
二。 ,

加有P个冲击性约束

乙
a , , 介‘+ a , 。== o (刀二 i

,

⋯
,

夕) (1
.

7 )

这P个冲击性约束在t至才+ 几碰撞时间间隔中是连续地加在系统上的
.

从阿贝尔方程
t”即方程 (1

.

5) 出发
,

由于在 : 。
时间间隔中有约束(1

.

7) 存在
,

因此 (1
.

5)

式中的 d二
; ,

⋯
,

d二
,

是不独立的
,

由 (1
.

7) 式可得
,

d , , ,

⋯
,

占二
,

要满足P个关系

乙
a , ‘占二‘二 o (刀== z

,

⋯
,

夕) (1
.

7 )
产

取待定乘子a ,
,

用待定乘子法将这P个条件(1
.

7 )
‘

式加在系统上
,

就得到
:

aW
a元‘

一 O
‘
一

a , 。, ‘

〕
“二

‘
-

(3
.

1 )

?

乙尸

由(3
.

1 )式得到

一Q ‘一乙
。 , a , ‘= o (‘= 1

,

⋯
, ”

这里 a , 是和冲击性约束有关的量
,

它和冲力一样
,

具有 (2
.

1) 式 所示的性质
,

因此它也是

和d函数有关的量
,

可以表示为(2
.

1 )
产‘”’

将 (3
.

1 )
产

写成矩阵形式为

王昌芳}
’一 {Q , · + {。}·〔〔, , :

{器}
, 一

l
一

筹
⋯

黑

〔A
:

」」二 {0 }r
(3

.

1 )
”

其中

如(2
.

2 )式所示作矩阵 [C」【
”’,

以 (2
.

2 )式右乘(3
.

2 )
“

式
,

得到

(口不 、, _
~

_

人
_

_ _
_

_
_

_ _ _
.

_ _ _ _

飞。万少L七J一 谧Q 尸 L‘ J一硬a 企
,

‘

〔〔月
,

」 L月
2

」」LC 」= 谧0 全
’

‘

(3
.

2 )

以 (2
.

1)
/

式代入(3
.

2) 式
,

再将 (3
.

2) 式在碰撞时间t至 t + : 。

内对时间
:积分

,

得到

概艾
+ r。

{言黔
’

〔C」d : 一 1im
r o令 0工:

十 丁。

‘Q‘, 〔‘“d ‘

一 lim
r o峥0J:

十 了。
“‘一

‘’‘“‘’〔〔“盈〕
〔A : 」」〔C〕d r二笼0 },

(3
.

2

其中扣 }, = [ a
,
⋯ 云, ]

,

因为〔[ A
, 」 〔A

Z

」〕[ C〕= 〔o」
,

且 liln
_

了。今0
!:

+ “ ”
·

“一
‘’“‘一 O

,

这
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里矩阵〔们是由零元素组成的
。 x l矩阵

,

又因为
〔毛’

n了+
子‘J‘r,..J

11伙
T o re 吮卜 U

口班
口元

:

击一 △(翼)

且

于是有

1im
r o

.

es 》
D

口研
口元

‘

:黔
一△

(翼)
d (一

‘)

由d函数性质
‘“’
可得

脚:
“

’

王黔
, 〔C〕“一卿:“

。

《丢介
〕“(
一

,“
·

一

{
△

翼户
C 〕

这里

川夯}
,
一

回黝
⋯ “

(黝〕
·

所以 (3
·

2 ,
‘

式化简为

{
△

(纂)}
, 〔C 〕一‘。, ’「C 〕一‘O’

少

(3
.

3 )

这是包含
n 一P ~ l个方程的方程组

,

其中既不 含待定乘子
,

也不含由冲击性约束引起的未知

约束冲量
、

l个碰撞方程(3
.

3 )式和户个冲击性约束方程 (1. 7) 式
,

共 为 l+ p ~ 。
个方程的方程

组
,

可以求解受冲击性约束作用时以伪坐标描写的系统的碰撞问 题
,

这 比 过 去 用 (1
.

6)
,

( 1
.

7) 二式联立解这类问题
‘4 〕更为简便

.

四
、

结 论

本文研究了受少个冲击性约束的系统的碰撞问题
.

当系统 以广义坐标描写时
,

其碰撞方程归结为方程(2
.

3) 式
.

这 l个方程和P个冲击性约

束方程即(1
.

1) 式联立
,

共l+ P二 n
个方程

,

即可求解这类碰撞问题
.

当系统以伪坐标描写时
,

其碰撞方程归结为方程(3
.

3 )
.

这 l个方程和P个冲击性约束方

程 (1
.

7) 联立
,

同样可求解这类问题
.

将本文的结论和
“

受冲力作用的非完整系统的运动方程
”

一文 〔“’相比较
,

可 以看到
,

非冲

击性的非完整约束对系统的作用和冲击性约束对系统的作用是相似的
,

它们都可以归结为求

一个【C 〕矩阵
,

l个碰撞方程的形式也是相似的
.

互
、

算 例

例 1 由四根相同的直杆铰接成
一

菱形
,

在光滑的水平面上绕通过其对角线 交 点 E 的

铅垂轴以匀角速。
。

转动
,

如图 1所示
,

求将其中的一个顶点 A固定时
,

各杆的角速度
.

解
:

取由四根杆铰接而成的菱形江B C D 的对角线A C 与二轴的交角甲为广义坐标 q l ,

各杆

与A C的交角0为q Z ,

对角线的交点E 的坐标
、二 q 。 ,

, “ q ‘
.
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系统的动能在碰撞前为
:

T
。
二 2 。护。吞邝

,

碰撞后为
:

犷二 Zm l
“

(乡“+ 夕
“
) / 3 + 2 。(交

“+ 对
‘
)

资
。2

2

(沪一。
。
)

j

仇i
么

日 (5
.

1 )
J任八O

4阴关

4阴夕

f直................

一一
、r
声

P么
.

J.
、

{Q }牙== [ 0 0 0 0〕

加于系统上的冲击性约束为
:
云, = 0

,

夕
,
= 。,

(5
.

2 )

即为
:

(1e o s 8 s in 沪)沪+ (1s in o
。

一 (1 e o s 0 e o s 切 )功+ (1 s in

e o s 沪)0 + 云“ o

6 5 1众 甲)8 + 夕二 0
} (5

.

3 )

于是

〔滋
1

“一
l

则〔C I矩阵为

1 e o s 0 sin 切

一 1 e o s 0 e o s 甲

1 sin o e o s甲

1 s in o s in 甲
〕

,

: A 么 :一

[
l 0

0 1
〕

,

:A
Z

〕一l
1 0

0 1
〕

tC〕

0

1

一ls in o e o s切

ls in s sin尹
{ (5

.

4 )
5 i n 甲

le o so e o
S甲

口门月
SrO�

.
Olc几

�

r..!..性L

将 ( 5
,

i )
,

( 5
.

2 )
,

( 5
.

4 )三式代入 ( 2
.

3 )式
,

得到碰撞方程组
4们11 (乡一。。) / 3 一 4fnl e o ss s in 卯云+ 4 m le o so e o s甲夕== o

4脚l‘夕/ 3 一 4 m ls in 0 e o s甲云+ 4 m l s i n 0 s i n 甲夕= o } ( 5
.

5 )

约束方程 ( 5
.

3) 和碰撞方程 ( 5
.

5) 联立
,

就可解出冲击性约束加于系统以后
,

沪
,

0
,

宕
,

夕之值
.

为了简单起见
,

设二轴与对角线A C平行
,

即卯= 。
,

则( 5
.

3)
,

( 5
.

5) 简化为
:

1 s i n 8 8 + 云= 0

一 1 e o s 口币+ 夕= 0 }
( 5

.

3 ) 尸

吐。 1
2
(中一 。

。) / 3 + 4tn l e o ss夕= 0

4 m 丁
‘

侈/ 3 一 4 m 了5 10 0云= o

( 5
.

3 )
‘,

( 5
.

5 )
,

联立
,

解得

交二 e 二 0

} ( 5
.

5 )
产

曰o

1 + 3 e o s 2
0

l。。 e o so

1 + 3 e o s 2
8

于是
,

各杆的角速度皆为

口= 中=
口o

1 + 3 c o s么口
图 2



受冲击性约束作用的系统的运动方程

例 2 半径为R 的均质空心圆球
,

其球心 O 的速度为
v 。= v l

i+ 姚j+ va k
,

角速度 为 0 。
二

。 ,
i+ 。

:

i十 。
3
k

,

另有一粗糙的塑性平板
,

以速度
, ~ 一妇 运动

,

当球与平板相撞 以 后
,

球

与板的接触点立刻与板一起运动
,

设板的速度保持不变
,

求碰撞后球的运动
.

解
:

取坐标山夕z
,

如图 2所示
,

取球心速度交
,

夕
,

之和球的角速度。
: , 。 , ,

。 :

为六个伪

速度
,

球的动能为
:

~ 1
, . , . ‘: , , . , 、 ,

1
_ _ _

。 2 , _ _ , , _ _
: , _ _ : 、

1 =
。 m 气戈

-

一 y
-

一 z 一
少十 。 Tr’八

一

、田 , 一 LL, , 个 田
: 产

乙 O

球的广义动量经过碰撞时间几的增量为
:

;
。*

2
(。

二

一。
,
)

;
m R

Z
(。 , 一。

:

)

{
八

(纂)}
-

;
m R

Z

(。
:

一
。
)

m (女一 刀 ,

)

。(爹一
。:
)

m (之一 v : )

(5
.

6 )

而{万 }== [ 0,
. 。, 。 :

云 夕 泛]
, ,

{Q }== {o }

平板加于球的冲击性约束是球与板的接触点A 的速度必须为

度表示为

(5
.

7 )

v , = 一 vi
,

而 v ,

又可以伪速

v , = v。+ 0 火 O A

= (云一尸口 , )i+ (夕+ R 。
:

)j+ 之k

于是冲击性约束为
一尺。 , 十云= 一 v

.

尸。
,

+ 夕= O

之一 O
} (5

.

8 )

系数矩阵为

气

!
nUO
‘.一nU1 .占n

�1工n
�nU

r...L

一一
, ,目

2A
尸IL

[A
,

〕= l
一 R O

0 0 〕
0R

0 0

矩阵〔C 〕为

〔I 〕 1

0

0

0

一 R

0

0 0

1 0

( 5
.

9 )
. .人
�

00R

一 [A Z〕
一 ‘〔A

:
〕

0 0

厂...l..eses..L

一一
�l
‘1

C

( 5
.

6 )
,

( 5
.

7 )
,

( 5
.

9 )三式代入 ( 3
.

3 )式
,

得到碰撞方程
:



5 6 孙 右 烈

;
。R

Z

(。

一
, 一 m R ‘”一 , 一 ”

;
。R

Z
(。 ,

一
) + m R (“

一
, 一 0

;
。R

“

‘。一。 3
’一 ”

(5
.

1 0 )

冲击性约束方程 (5
.

8) 和碰撞方程(5
.

1 0) 联立
,

就可求得球于碰撞后的运动
·

口
‘

=

ZR 山
,
一 3 口。

; 。 ,
=

ZR 。
:
+ 3 v + 3 v :

5 R

口 z

= 臼
3

ZR 。
。
一 Z v + 3口 z

5

R=匕d
。

心

夕
二二丛竺土壑1

2

5
; 戈“O
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T he E q ua tio n s o f Mo tio n o f a Syste m u n de r the A e tio n

o f the Im pu lsive C o n stra in t s

S u n Y o u 一

lie

(S h a n 夕h a葱 U 儿i沙e rs ‘考沙 o

f T e e h”0 10 9 9
,

S ha n夕ha ‘)

Abst ra e t

In o r
d e r t o s o lv e the p r o ble m o f m o t io n fo r th e s y s t e瓜 w ith 0 d e g r e e s o f fr e e -

d o m u n d e r th e a e ti o n o f P im p u ls iv e e o n st r a i n t s ,

w e m u st s o lv e t h e s im u lta n e o u s

e q u a tio n s e o n s is ti n g o f n + P e q u a tio n s
.

In th is p a p e r ,

it li a s b e e n s h o w n th a t th e

胜且 d e t e r m in e d m u lt ip lie r s in th e e q u a tio n s o f irn p a e t e a n b e e a n e e lle d f o r th e e a s e s

o f b o th th e g e n e r a liz e d e o o r d i n a t e s a n d th e q u a s i一e o o r d i n a t e s
.

T h u s the r e a r e o n ly

”一P eq u a t io n s o f im p a e t
.

C o m b in in g th e s e eq 住 a t io n s w ith P im p u ls iv e e o n s t r a in t

e q 往a t io n s ,
w e h a v o s im u lt a n e o u s e q u a t io n s e o n s is ti n g o f n e q u a t io n s

.

T he r e fo r e , o n ly

二 e q u a t io n s a r e n e e e s s a r y t o s o lv o th e p r o b le m o f irn p a e t fo r th e s y st e m s u bj
e e t e d

t o im p u ls iv e e o n s tr a 足n ts
.

1
’

h e m e th o d Pr o Po s e d in 山 15 Pa Pe r 15 s im p le r th o n o r d i n a r y

m e th o d s
.


