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摘 要

文献〔主〕得到了不可压缩理想势流绕两平行平板间圆柱流动的近似分析解
.

本文指出
,

用 M
.

E
.

山 Be u 法
仁’〕

亦可得到与文献〔1 〕完全相同的结果
.

如果用本文作者新

提出的改进了的 M
.

E
.

Ill Be 双 法
仁, 1
则可得到比文献〔门更加精确的结果

.

有算例
.

一
、

问 题 的 提 法

如图 l所示
,

设两平行平板间的距离为 2h
,

在中心有半径为 i 的圆柱
,

想不可压缩气流
,

速度为 1 ,

试决定此不可压缩理想势流绕此圆柱的流动
.

首先
,

引入 袱y : o B e K 。它 变换‘”

乙= Z + 1 / Z

式中

Z 二 x + ‘y

oo 处为 均 匀理

(1
.

1 )

(1
.

2 )

而! 里

~~~~~~~

、‘~ 目‘~‘- ‘---

厂厂厂厂

AAAAAAA BBB

图 1 2 平 面 图 2 乙平 面

*

钱伟长推荐
.
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它将图 1 物理平面 Z 上的流场变换为图 2
,

亡平面上的对应区域的流场
.

由式(1
.

1 )及(1
.

2 )得

= 二“+ 夕
2 + 劣

(1
.

3 )

刀胃 夕一

在壁面上
,

; , 一二 + 二么

军
,
·

(1
.

4 )
,

l
,

h
。, = 士L

”一护 + 护

注
:

文献〔1 」中式(1
.

4) 有笔误
.

式中 占+ ‘打二亡
,

下标 牙 表示管壁
。

对应的圆柱在 雪平面是实轴上位 于 占= 士 2 之间的一段割

线
,

它在理想流体条件下
,

对流场不产生扰动
。

故问题归结为求给定壁面形状 的二 元 管 道

内不可压缩理想流体鲍流动
.

设流动是具势 (无旋) 的
,

引入流函数势
,

速度分量为
“; = 口价/ 口刀

, 。 ; = 一a势户省 (1
.

5 )

无旋条件为

(1
.

6 )一一
邹犷口a

+
丫梦a口

边界条件为

刀= 0 时
,

功= 0

刀= f(豹时
,

劝二Q

式中 Q 为流量
,

刀”f(豹为管道壁面的方程
.

是一条流线
。

于 (1
.

7 )

上式的第一条件是根据对称 性
, y二 0 对应 的

只需考虑上半部
.

故问题归结为求解式(1
.

6) 及( 1
.

7 )
,

决定雪平面上的流场
.

然后
,

变

换到物理平面 Z 上去
.

由式 (1
.

4 )得管壁的斜率为

咖二 _ 咖 , /d 二

心二 一 d雪, / d x (1
.

8 )

当 h 很大时
,

斜率小
,

即管道是细长的
,

Zhx

戈 4
+ (2 h

2
一 l )%

z
+ (h

4
+ h

z
)

这时
,

我们有理由认为

,
‘

功
a占2

即是说
,

式(1
.

6) 的第一项是小量
,

根据这一特点
,

以下我们用逐步逼近法 (M
.

E
.

山Be 从

法
〔2 ’)求解这个问题

.
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二
、

用M
.

E
.

lll Be 双法求解
—

第一解法

1
.

零级近似解

将式(1
.

6 )变为

(2
.

1)

由于上式右端为小量
,

按M
.

E
.

llJ 二双 法
,

求零级近似解时
,

令上式右端为零
,

而得

口忍势
。

/ 口刀
2== 0

其解为

功
。
= C (雪)刀+ C。(君)

由边界条件(1
.

7) 得

C 。= o ,

C = Q / f(舀)

故得

(2
.

2 )

2
.

一级近似解

按 M
.

E
.

ll 几e 双 法
,

求式(2
.

1) 的一级近似解时
,

将式(2
.

2) 代入式(2
.

1) 的右 端
,

而
得

昌华
一。”

(
一 2 f

尹2

积分得

,
;

一甲(
一 2

刀
’

+ 一

买扮
+ 。

,

(: )。十 c
:

O \ J 3 J ,

(2
.

3 )

由边界条件 (1
.

7)
, 叮= O时

,

沪
,
= 0

,

所以 C
:

二 0
.

刀= f(雪)时
,

劝, = Q
,

故

c
工

(: )一

了卜
一

扣,
, 2 + ff’’ ,

〕
将 C

。,
C , 的值代入式(2

.

3 )得

,
1
一

霭卜
2 ,

, 忿+ ff’’ ),
一

、 +

孚!卜 ;卜
2l’z + jf

·

)
〕

,

(2
.

4 )

雪平面上的速度分量为
。; 一
习(一 Zf

, 2
+ 了f

·

)f
一8 0 2

+

‘ 了[卜言(
“一

2‘
’“

)] (2
.

5 )

火 一 钾(,
,

,
·

,一 ; 了
·

了一 ,
,

sf
一

4)

+ Q。(
一粤了

一 ,
f
‘

了
“
+ 王f

·

+ f
一 Z
f
‘
+
聋

一

了
一 “

了“ )
、 J U 口 I

(2
.

6 )

式(2
.

4) ~ (2
.

6 )和文献〔1 」的相应结果完全一致
。

现决定流量 0
.

由式 (1
.

1) 知
,

当2 0 00 时
,

有 乙, 、
,

和 d酬d Z , 1
,

对应 有
“; , 1 和

刀e今 0
。
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而 吸/ 火 = f
产

信 )
,

故有 f
尸
(、 )二f

“

(oo )二 0
.

故由式(2
.

5) 得

1 = 口/f (oo )

(2
.

7 )

又由式(1
.

4 )
,

口二f( 二 )

f (叻 )= 叮二(。 )二h
,

代入式 (2
.

7 )得

Q = h

f
“

及 f二

(2
.

8 )

现求 f
,

f
产 ,

由式(1
.

8) 得

/
‘
、咖 ,

亡

夸奋 夸

Zh%

% 4 + (Zh
忍
一 1 )戈

2 + h
4 + h

Z (2
.

9 )

f
“
二 一款恕)篡 (2

.

1 0 )
评2平灯七�尸d

f
“

( % 2
+ hZ

)
“

仁一 6八%
4

+ 2人戈
2
( 1 一 Zh么) + 2几3( hZ + 1 ) ]

〔x 4一 x Z
( 1一 2 h

2 ) + h
4 + h

Z
]“

( 2
.

1 1 )

f
‘

二 {( 二
2
+ h 么)

毛

〔一 6 h二
4

+ Zh二2 ( 1一 2 h2 ) + Zhs ( h
Z
+ 1 )〕

·

[ 3 x 3 一 2 % ( z 一 2 h2 )〕( 一 3 ) }
·

[二 4一 戈 2
( z 一 2 h2 ) + h‘

+ h
Z
〕
一‘+ ( x Z

+ hZ
) 3{ ( 戈

么
+ 人

么

)〔一 2 4 h二 3 + 4 h( 1一 2 h2 )
· % 〕+ 4 戈 [ 一 6几戈

4
+ Zhx Z

( 1 一 Zh么) + 2 h3 (h Z + 1 ) ] }
·

[ x 4一 x 忍

( 1一 2八
2
) + h4

+ 人
2
〕
一 4

现求 Z 平面上的速度
.

由式 ( 1
.

1) 得
u。一 iv : = ( u ‘一‘。‘) d亡/ d Z

二 ( u 。一 i。‘) ( i 一 l/ 2
2
)

将式 (2
.

5) 及 (2
.

6) 代入式 ( 2
.

13 )
,

即可求得 Z 平面上的速度
.

本节的解法简称第一解法

( 2
.

1 2 )

( 2
.

1 3 )

三
、

用改进了的M
.

E
.

In Be 从法求解
—

第二解法[2]

本节的解法
,

简称第二解法

飞
.

零级近似

按照原 M
.

E
.

I IJ Be 双 法
,

由于 。丫闰梦~ : ,

式中
“

~
”

表示数量级相等
, ￡
为 小量

,

求

式( 2
.

1) 的零级近似解时
,

应抛弃 a知闰扩
,

即略去 O (。)
.

我 们 现 在只抛弃 O (护 )
.

其法如

下
:

设 势= 中 (占) + 甲 , (占
,

叮) ( 3
.

1 )

式中 卯及 切 ,

均为任意函数
,

且设

甲》甲
1

则

馨
一。 : ) +

留
、 一

F0( “,
( 3

.

2 )
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式中

切“
(动 二 一F

。
(三)

求零级近似解时
,

把式(2
.

1) 改写成

a Z

叻
。

/日刀
2
= F

。
(占)

令

叻
。
= F

;
(若)

·

F
。
(刀)

代入式 (3
.

3 )得

F
,
(占)F 竺(刀)= F

。
(占)

故得

(3
.

3 )

(3
_

4 )

“罗‘: , 一

灌}一
常数

(3
.

5 )

由

F
ll
(泞)= a

得

F
:
(刀)= a 刀2

/ 2 + b刀+ a ,
(3

.

6 )

由式 (1
.

7 )
,

, = 0 时
,

劝= 0 ,

而 F
t

信)钾 0
,

故有 刀== O 时
,

F
Z

切 )= 0
.

故
a 、= 0

.

将式 (3
.

6 )

及 (3
.

5 )代入式 (3
.

4 )得

, 。一
立

F
。
(; )
(;

·。么+ b。

) (3
.

7 )

设管道壁面的方程为

刀二f (幼

则有 刀= f(劫时
,

势
。
= Q

,

代入式 (3
.

7) 得

(3
.

8 )

Q 一

扮
。

(: )
(;alz

十

哟 (3 9 )

为了使 Q 与 占无关
,

必须

;
F

。
(: ) ,

2 (“, 一K 一常数
(3

.

1 0 )

b= 0

代入式(3
.

7) 得

砂
。
= K f

一 “

犷

刀“ j( 如时
,

价
。
“Q

,

故 K = Q
,

而有

劝
。
= 口f

一 2

犷 (3
.

1 1 )

2
.

一级近似

按 M
.

E
.

川耽双 法
,

求一级近似解时
,

应把式(3
.

n )代入式(2
.

1) 的右边
,

而得

。“势
;

/。母
2
= ZQ刀

2

(一 3f
一 略

f
’“

+ f
一 3
f
”
)

积分二次得

1 八
, , _ , _ ‘ , , , . , _ , , , , 、 .

0
.

。
势1

=
。 叼叮灭 一 石J

’

J
’ 一

十 J
一

了
’‘

)十 七刀十七
1

V

(3
.

1 2 )

式中 C 及 C
:

为积分常数
.

由式(j. 7) 得



五日锐
�

n
甘

�
一一

袁C

刀= O 时
,

功, = 0 ,

所以

刀= f (妇时
,

叻:二 Q
,

故

。 Q Q 了
气夕 二二二 ,

一
_ l -

J b \

将 C 及 C ; 的值代入式( 3
.

12) 得

,
,
一去卯 ( 一 3 f

一

,f’z +f
一

sf’’ ) +[ 只
一 9 (,,, -

U L J D 、

3 f
产“

( 3
.

1 3 )刀

一卫t..J
、
、.了口

喻 一

势
一

互Qns
( ,

一

sj’’一 3了
一

二 ) +

了
一

呈(,l,
一 3

钧
·。

一货
一 。

嵘
了

一

,j’f 一 2 ,
·

sj’
3 一

6’;s)

( 3
.

14 )

+ Q,

‘f
一Z f

‘
+ 王f

·
+ 三f

一Z f , “一了
一 1
了
‘f ,

、
\ V ‘ l

( 3
.

1 5 )

现决定流量 口
.

由式 ( 1
.

1) 知
,

当 Z 。。时
,

有 亡, oo 和 d酬d Z , 1
,

火” 0. 而 人/u ‘= f
‘

(豹
,

故 f’ (” ) = f’’ (。 ) = 0
.

故 由 式 (3
.

1 4) 得 Q =

( 1
.

4 ) ,

f ( oo ) == 刀二( 。 ) = h
,

故

Q = h

将式( 3
.

14 )及 ( 3
.

15 )代入式 ( 2
.

13 )可求 Z 平面上的速度分量
u : 及 v : .

文献【1 ]还介绍了 C
.

C
.

Shi h 的近似解
,

它即是

对 应 有 火、 1
,

f ( oa )
。

又 由 式

( 3
.

1 6 )

功= 夕一
h

·

s in hZ (二/ Zh ) s i n (叼/ h )
“

(一
s“

2

箭一笛芳) ( 3
.

1 7 )

当 h= 2 时
,

u z = l一

”
.

7 5 ‘3

卜;
5 ‘n Z

梦
+ ( 。。 s

瞥) (卜
。。s么

丫
)

_

! ( 3
.

1 8 )
( 1一 e o s么二g / 4 )

“

四
、

算 例

1
。

x ~ o 截面上的速度分布

当 x = O时
,

由式( 1
.

4) 得

f= 刀, = 士 ( 4
.

1 )

由式( 2
.

9 )
,

( 2
.

1 2 )及 ( 2
.

1 1 )得

f
, = o

,

f
脚

= o

f
“
== 2八/ ( h

Z
+ i ) 2

将 劣 = O 代入式 ( 2
.

1 3) 得

( 4
.

2 )

‘

拼u’, 1 + 夕2

g 名
口雪 ( 4

.

3 )

又由式( 1
.

3)
, x 二 o 时

,
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刀二

夕2
一 1

y
(4

.

4 )

第一解法
.

由式 (4
.

3 )
,

(4
.

4 )
,

(4
.

2 )及(2
.

5 )得 x = o 时
,

材么二
1 + 夕

2

夕2
四

.

j’!
L 2 f

z

(y 一 1 )
2

封2

+

了(卜钧」 (4
.

5 )

当 h = 2 时
,

将式 (4
.

1) 及(4
.

2) 代入得

u : 二 0
.

0 7 2 1 (1 + y Z
)(, 2

一 1 )
“

/ y
4
+ 1

.

2 5
·

(z + y Z
)/ ,

2

(4
.

6 )

第二解法
.

由式(4
.

1 )~ (4
.

4 )及 (3
.

1 4 )得

h
3

’

(人
“
一 z )

”

2 h
’

(儿
“
+ z )

“
十

h

hZ 一 1

h

(h
Z
+ l )么〕

“
·

, ,
11OJ

一犷
夕2COr.eseeL

“么==

1 + g 么

y 么

h== 2 时
,

u : 一 。
.

0 6 3 2
一

(

也
迎嘿一少 + 1

.

2 8 (1 勺
“

)

夕
- 一

夕
- (4

.

8 )

将式 (4
.

6)
,

(4
.

7) 及(3
.

18) 的计算结果列入表 1
,

则表 1 表示 二 = o 截面上的速 度 分 布
.

当

h二 2 , 二 = 0
, y二 1 时

,

按有限元法算得
u : = 2

.

55
〔‘’.

2
.

平板上的流速分布 (h == 2)

( 1 ) 由式 (1
.

4)
,

(2
.

9)
,

(2
.

n ) 分别求得 j
,

f’ 及 f
“

列入表 2 (本问题不必求 f
‘

)

( 2 ) 求
“‘

第一解法
,

由式 (2
.

5) 求 ““

第二解法
,

由式 (3
.

14 )求 附
.

( 3 ) 求 ”‘

第一解法
,

由式 (2
.

6) 求
“扣

表 1 h = 2 时
, x 二 。截面上速度分布的比较

C
.

Sh ih 的近似解式 (3
.

1 8) 本文第一解法的一级近似解 } 本文第二解法的丫级近似解
式 (4

.

6 ) l 式 (4
.

7 )

nUn劝八乙民JJ任甲‘介0nU�11�nJJ‘品O暇Ulin却nono60

⋯⋯
勺‘,自嘴土泊1闷
.二J‘人

nUnJnQ�内n0U56128292808D
,山,翻
J.几J�.,1刁.人2

.

5 0 9 2

2
.

0 9 1 5

1
.

88 4 1

1
.

7 8 4 4

1
.

7 5 9 0

1
.

7 5 4 6

四|

|
!

255肠09

j.几门丈司上闷上门二叮自

注
:
本文第一解法的一级近似结果和文献〔1〕的一级近似结果稍有差别

,

估计后者计算有误
.

表 2 h二 2 时
,

f
,

厂
,

尸 及 , 的值

000
.

222 0
.

444 0
.

666 0
.

888 111

111
.

5 0 5 000 1
.

5 19 222 1
.

5 4 1 333 1
.

5 6 9000 1
.

666

000
.

0 3马444 0
.

0 7 5 777 0
.

1 06 DDD 0
.

12 8 666 0
.

1 4 2 999

000
.

1 5 4333 0
.

13 7了了 0
.

1 1 1 888 0
.

0 7 9 888 0
.

0 4 5 666

111
.

5 05 000 1
.

5 1 9 222 1
.

5 4 1 333 1
.

5 6 9000 1
.

8
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第 二解法
,

由式 (3
.

15) 求 火
.

( 4 ) 求 u : 及 v : .

由式(2
.

1 3 )得

“z == u 雪一

u 雪(% 2
一夕

2
)一 2 %夕v ‘

(x Z
一夕

2
)
“
+ 4% 2 夕么

(4
.

9 )

v z = v心一

2劣y u ‘+ (x Z一梦
2

)v 、

(劣
2
一梦

2

)
“
+ 4 % 么, 2 (4

.

10 )

将求得的 叽
,

内 及 u : 的数值列入表 3 ,

表 3 便表示了平板上的流速分布
.

表 3 平板上的流速分布 (h = 2)

本文第一解法的一级近似结果
,

式(2
.

5 )
,

(2
.

6 )及(4
.

9 )
本文第二解法的一级近似结果
式 (3

.

1 4 )
,

(3
.

15 )及 (4
.

9 )

1
.

4 3 04

1
.

40 3 3

1
.

36 2 4

1
.

3 13 8

1
.

26 3 4

0
.

0 5 6 3

0
.

1 0 6 2

0
.

1 4 4 4

0
.

1 6 9D

0
.

1 8 0 5

1
.

7 80 2

1
.

7 2 45

1
.

6 4 15

1
.

5 4 40

1
.

4 43 9

1
.

4 8 0 1

1
.

刁4 2 9

1
.

3 8 7 5

1
.

3 2 2马

1
.

2 5 7 3

0
.

0 5 8 2 7

0
.

10 9 2

0
.

1 47 1

0
.

17 0 1

0 17 9了

1
.

84 2 1

1
.

7 7 3 2

1 名7 1 8

1
.

6 5 4 6

1
,

4 3 6 9

注
:

表 3 中第一解法的一 哭近似的
。 :

值和文献〔1〕的相应结果稍有差别
,

估计后者计算有误
.

由表 3 可见
,

本文的第二解法和第一解法的近似结果有明显的差别
,

特别是当 }川( 0
.

6

时比较显著
.

五
、

本文第二解法的精确度的估计

现从理论上来估计第二解法的精确度
.

由式(3
.

2) 及(3
.

10 )
,

并注意到 K 二 h
,

可 得

a Z

沪/ 口舀
2

= 一 Zh/ f
么

(5
.

1 )

第二解法要求 。“价/雌
2

为小量
,

即要求 Zh/ 尸为小量
.

第一 解 法 要 求 。2功/a 梦= o
,

即 要 求

2h /了
“= 0

.

由式(1
.

4 )知
,

;雪
一 2“

/ (
“一二 2

幸
、

2

)
劣一 “时

,

声
一 2

叭
h

Z
一 1

h

2

h一 2 / h + 1/ h
3

x , 。时
, Zh/ 尹。 2 /h

因 h> 1
,

故 二 增大时
, Zh/ 尸减小

,

于是有

2

h一 2 / h + 1 / h
3

》

劈袱
如果 h》 1

,

则 2脚尹为小量
; 如果 h。、

,

则 Zh/尸 , 0
.

故第二解法只要 求 h》 1
,

而 第 一

解法则要求 h二。
。

可见
,

对于 h> 1 的一般情形
,

本文的第二解法较第一解法更加精确
.

再从数量级的角度观察
,

由于 a丫/ 。梦 是小量
,

故可设
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a Z脚/ d占
么

一。 (5
.

2 )

我们在式(3
.

1) 中曾假设 卿》叭

故

一 厂
。

(言)二沪
“
(占)~ :

d Z甲,

/ 口占
2

一。2
(5

.

3 )

所 以
,

式 (3
.

2 )中略去的是 0 (:
2
)

.

而第一解法的零级近似
,

则令

a “叻/ a言
2
= o

由式 (4
.

1 1) 知
,

第一解法的零级近似
,

略去的是 O (。)
.

可见
,

第二解法较第一解法更加精确
.

既然第一解法的一级近似结果和文献〔1 」的一级

近似结果完全一致
,

则有理由认为本文第二解法的一级近似结果较文献〔1 〕的一级近似结果

更加精确
.
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