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摘 要

本文给出了圆管 Poi se tri n e 流动中 H ag e n 一Poi se 滋lle 速度剖面的一种修正剖面
.

这种剖面

可看作是轴对称扰动各谐波分量非线性相互作用对平均流影响的一般体现
.

通过对这种速度剖面

的稳定性研究
,

本文首次得到轴对称扰动造成失稳的结果
,

提出了 H a g e 二一Poi s e ui lle 流动一种

新的产生失稳的可能途径
.

一
、

引 言

自从 1 8 8 3年著名的雷诺实验以来
,

层流到湍流的转挨问题
,

或湍流的发生问题
,

引起了

人们极大的兴趣
.

然而经过一百多年来的艰难探索
,

虽然取得了不少重要成果
,

距离问题的

真正解决却还是非常遥远的
.

圆管 Poi s e ui ll e 流动就是一个典型的例子
.

虽然对转挨问题最早的研究工作 就 是 从 圆

管 Poi s e ui U e 流动的雷诺实验开始的
,

但至今为止在转换问题上所有得到承认的重要结果

几乎都是有关平板边界层流动和平面 Poi s e威1le 流 动 的
,

如 文 献〔1 〕~ 〔3〕
.

对 于 圆 管

Poi se ui lle 流动
,

实验研究不断在进行
,

但对其转挨的发生还未有能被普遍接受 的 理论 解

释
。

目前一般认为
,

圆管 Poi s
eu ill

e 流动
、

对于轴对称 的小扰 动 是 线性 稳 定 的
,

Sex ll ‘’
,

S y n g e 〔5 ’,

Pe k e r is 〔“’
,

G ill‘
7 ’,

D a v e y 和 D r a z in ‘“’
,

S a l, e n 和 G r o s e h 〔。’
等人的工作都得

出这样的结论
.

对于非轴对称的小扰动
,

大多数人的工作都认为是线性稳定的
,

如L e s s e n ,

S a d le r ,

L iu “ 。’,

G a r g 和 R o o le a u 〔“ ’,

但也有不少人认为非轴对称扰动的稳定性 仍 值得

探讨
,

M u n a k at a( 1 9”)『‘2 ’用特征函数展开和 Q R 算法
,

算出对于非轴对称小扰动线性失稳

的临界雷诺数为1 3 0 0
.

据作者所知
,

这是唯
一

对充分发展的层流抛物线速度剖面得出线性失

稳结论的文献
,

但其临界雷诺数值比实验所观察到的最小临界雷诺数 2 0 0 0要低
.

除此之外
,

仅 T at su m i(l 9 5 2) ‘’3 ’
对圆管进 口区小扰动算出临界雷诺数为1 0 0 0 0

.

把圆管 P o ise u ille 流动发生转挨的原因归于非轴对称的小扰动
,

是与 L eite (1 9 5 9 )“
‘’

,

钱伟长推荐
.
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的实验结果相矛盾的
.

L e ite 在充分发展的层流段引入扰动
,

在雷诺数为 2 0 0 0~ 1 3 0 0 0 的范

围内观察到小扰动的非轴对称分量比轴对称分量衰减得更快
.

因此在小扰动的范围内
,

扰动

的非轴对
·

称分量应更为稳定
.

不少作者进而研究圆管 Poi s e ui ll e 流动的有限振幅轴对称扰动
,

但其结果也很不 一致
.

D a v e y和 N g u y e n (1 9 7 1 )〔
‘5 ’和 Ito h (19 7 7 )〔

’。’就得出了相反的结论
.

对此
,

D a v e a (19 7 8 )〔
‘’」
进

行了讨论
,

认为在仅考虑级数解前两项 的情况下
,

不可能得到最终的结论
.

Pat e
ry 和 O r s z

ag “ 匕’

对轴对称扰动直接用契贝谢夫多项式展开法进行了数值模拟
,

仍然得到衰减的结果
,

并认为

对于圆管 Poi s tli ll e
流动

,

基于 中性曲线的弱非线性方法是无效的
.

从 St
u a : t

,

W at s o n[
’9 , 2。〕

开始发展的弱非线性理论
,

用数学形式表达出扰动分 量 的 非

线性自相互作用对
一

平均速度剖面的修正
.

周恒 (1 9 8 2 )‘
”’更基于这种修正提出了人 为 中 性 方

法
,

对平面 Poi s eui ll e 流动得出了比前人更好的结果
.

然而将这种方法应用于圆管 Poi s e u ill e

流动时
,

仍不能得到人为中性的结果 (赵耕夫 (19 8 5 )〔
“, 〕)

.

这样
,

刘
一

圆管 Poi s
eu ill

e 流动

失稳的机理
,

至今提不出能为人们所接受的理论解释
.

G ill (1 9 6 2) ‘““ ,
根据 L e it e 的实验

,

对圆管流动失稳的机理进行了讨论
.

他认为
,

对平

均速度值改变很小
,

而对其曲率改变有限的扰动是流动失稳的主要原因
,

并用渐近分析方法

讨论 了雷诺数趋于无穷大时的情况
。

本文从更一般的情形考虑
,

直接研究平均速度修正剖面可能的形式
,

得出了一种修正速

度剖面
,

并用契贝谢夫多项式展开法和 Q R 算法
,

得到了轴对称扰动造成线性失稳的结果
,

从而揭示了一种新的流动失稳的途径
.

二
、

圆管 Poi se ul lle 流动中平均速度的

一种速度修正剖面

在流动稳定性研究中最常见的方法就是在层流速度上迭加 T o ll m ien
一
S c hl ic ht ing 波形

式的扰动
.

引入流函数 功
,

满足
.

_ l a劝
, .

_ 1 口协
“一 卜 击

, “
一一「

一

a劣 (2
.

1 )

其中
“
为轴向流速

, 。
为径 向流速

.

则 劝二杯+ 即
‘ .

设扰动流函数的形式为

劝
‘
= 功(

r )e x P〔fa (二一 c t)〕+ e
.

e
.

c

一 为第一项 的复共扼
; a 为实数

, 。 = c ,

十莎c’
,

当 自> O
,

层流是不稳定的
; 当 c ‘< o

,

则扰动随时间衰减
,

层流是稳定的
.

(2
.

2 )

(2
.

3 )

所研究的扰动随时间增长
,

此时扰动流函 数的方程 为
电

!!
声

了‘.‘..111.2

暴
一

孑‘
/
+ 一
加

丫一二(黑黝罄
十 。J(,

‘,

D 坳
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)二 ln
一

D
4

训
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(2
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4 )

当r二
0势

,
(r )

叙 二

口势
,
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口r
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,

,

兮 “ r
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h m l 即

,

r

令 。 r 口r \ 寸 因
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口2 1 口
.

口2

刀

一ar
:
一 沂 价 十 叙

2

, (功
,

D 、 一

:嘿
一

鼎二功
一

辈。
功)

+
一

了
2

豁二
如果我们考虑非线性 项 J (势

‘ ,

D
Z

妇
,

由(2
.

3 )式可知由于谐波分量的自相互作用
,

解答

中包含零波数成分

少(r ) e x P仁Z a e‘t ] (2
.

5 )

少 (r )相当于 S tu a r t 和W at so n[ ‘, ’
文中的f (

; )
,

以及周恒文〔3 〕中的 必
: 。.

这一零波数解反 映

了非线性作用对平均流速的修正
.

但我们可 以看到
,

在亚临界流动中
,

也即雷诺数低于线性

临界值时
,

这一修正作用将随时间而衰减
.

在平面 Poi s e ui lle 流动中
,

这种修正对流动失

稳的意义是得到公认的
.

周恒的人为中性方法之所以获得较理想的结果
,

也在于他强洞了这

种修正作用
,

在零级近似方程中就考虑了修正速度剖面的影响
.

然而在圆管 Poi s e ui ll e 流

动中
,

直接应用周恒方法
,

仍不能获得人们所希望的结果
.

本文直接考虑在圆管 Poi s e ui ll e 流动中可能产生的速度剖面的形式
,

然后研究其稳定

性
。

仍 引入流函数(2
.

1 )
.

在圆管 Poi s e如 11e 流动中
,

轴对称流动的流函数所满足的方程为

了
才 ”

。 :
一

(
一

架误 , 、一

且竺暴介小 :
:

:笠、
I f 口

4

劝

R L 口r
4

、

a劝 _

口劣

旦
“

砂
d T 石

.

1 3
_

护 、了

十 ,
一 ,

一 艺
一
几一 ,

, I
\ r 一 O X 一 / \

口
乙

势
Jr Z 黑了)

十

粼〕
(2

.

6 )
⋯
夕

‘
,

l
当 r “ 1

a劝 _
。

凡
一

U

O r

恕辉竺
一 。

,

浊 : 佘
< 十 -

对于定常层流流动
,

我们有著名的 H a 罗 n 一
Poi s e ui lle 解

劝(·)一

么一立
· ‘

(2
.

7 )

对于一般的非定常流动
,

还无法得到解析解
.

现在我们考虑非定常的层流解
,

也即可随时问变化
,

但无径向速度
,

在流动过程中不发

生掺混的解答
.

该流函数具有以下形式

p二功(
r )e x p仁一, 才〕 (2

.

8 )

其中 拼为实数
。

与(2
.

5) 式比较
,

我们可以说这是各谐波分量的相互作用对平均速度剖面修正的 般 形

式
.

此时有方程
、.L

!八U

一一

、、口/

少功
( 4 , 一

知
3 少+

(术
一。

弓(功一 (2
.

9 )

功(0 )二功(1 )二功
’

(0 )= 功
‘
(1 )二 O

功(0) = 功(1) = o的条件意味着这种速度剖面的修正引起的总流量变化为零
.

采用 F ro be tri us 级数解法
,

可设

功=
r “

习
a ‘r ‘ (2

.

1 0 )
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其指数方程有四个根

= 0
,

2
,

2
,

4 (2
.

1 1 )

可得出方程的四个线性无关解
。

所 以

功(
: ) = c ,

万
2 (2 粉 + 2 ) (拼R )

”

2 2
·

4 2
⋯ (2 ” + 2 )

“

r Z”十 2
+ c Z

乙
几 . 0

1 6 (Z n + 4 ) (拼R )
”

2 “
·

4 2

一 (2 ”+ 4 )
r Z ” + 4

+ c 。

习
2 (Z n + 2 )(召R )

”

2 2
·

4 2

⋯ (2” + 2 )
“一协

·+

〔
厄

默
)一(

1 +

;+.
二 + 、
幸、)〕}

+ 一

(
‘+

鑫
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”r “
”
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4 名⋯ (2 ”)冲
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(
1 十

古
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1 2 )

因为

所以

1im l
,

净“
一

矛

d功 /
一护 一 、、 甲 ~a r

C 3
, c ;

= 0

l d功
r d r

2 (拼R )
”r ’”

〔(Z n ) , 旦〕
么 (2

.

1 3 )

其中 (Zn ) r ! = 2
·

4
·

6
· ·

⋯ (Z n )

由 u (1 )二 0
,

令
u (0 ) = 1 ,

当。二

我们得到

几 = 0

0
,

(Z n ) !

1 6 (拼R )
”r “”十 “

r(Zn + 2 ) ! !〕
2

·(·)一

{象 {豁下 一A 乙
(# R )

”r Z , + 2

〔(2 ” + 2 ) 里, 〕
么}

e X p 〔“‘’
(2

.

1 4 )

(尽R )
”

〔(2 ” + 2 ) ! ! (2
_

1 5 )
。乙例// /(拼R )

”

〔(2”) ! 里〕“

显然
,

功(0) ~ 0
.

欲满足功(l) 二 o
,

问题成为求以拼R 为未知数的下式之零点

拟 1 )= 乙
日 山 0

(Z n + 2 )(拼R )
”

〔(Z n + 2 )旦! 〕
“
一 A 乙

(Z n + 4 )(拼R )
”

[ (Z n + 4 ) 旦! 〕
“ (2

.

1 6 )

r”-.一洲
、r�

我们用数值方法直接求出前几个实零点为

拼R = 一 2 6
.

3 7 4 6 1 4
,

一 7 0
.

8 4 9 9 9 9
,

一 1 3 5
.

0 2 0 7 1
,

一 2 1 8
.

9 2 0 1 9
,

一 3 2 2
.

5 5 5 1 2
,

一 4 4 5
.

9 2 7 5 6
,

一 5 89
.

0 3 8 3 5
,

一 7 5 1
.

8 8 8 3 7
,

一 9 3 0
.

8 6 4 1 9
,

⋯ ( 2
.

1 7 )

可以继续得出无穷个零点
.

因此
,

只有随时间衰减的这种扰动才可能存在
.

由于零点值的增大意味着这种剖面随时

间增长的迅速衰减
,

我们可以不去研究更多的零点值
.

这种修正速度剖面的形状见图1
.

非常有趣的是
,

这种剖面的拐点数目是同零点的序号一

致的
。

由于拐点的出现
,

我们可以期望它的作用是使流动变得更加不稳定
.
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三
、

考虑到修正影响的平均速度剖面的稳定性研究

由(2
.

6 ) (2
.

7 )
,

(2
.

8 )式可知
,

层流 H a g e n 一
Poi s

eu ill
e
解和修正速度解所满足的方程

都是线性方程
,

因此这两个解是可以进行迭加的
.

现在我们研究这种迭加后的层流速度剖面

的线性稳定性质
.

暂不考虑因子
e x p仁川」

,

可认为

u = 忍 + ￡u : (3
.

1 )

此时的 u ‘可看作 T o u o ie 。 一
S c hl ic ht in g 波的所有谐波分量的相互作用所可能产生 的 对

平均流的修正
.

因此我们在研究某一谐波分量的稳定性时
,

考虑到了所有其他分量的影响对

平均流速的修正
.

从这个意义上说
,

本文也是研究不同波 数 的 T ol lm ie n 一

Sc hl ich ti n g 波分

量之间的相互作用对稳定性的影响
.

此时方程为

员二, + 。

具
: 。, 一 r

兰(
U ‘ U 儿 以 I \

1 d u

耀
一

公
”、

当r “ 1 势
_ 口功

二 0 (3
.

2 )

、.,正含,
.

!
、

;
月

3,J,卫‘司.J

1im 劝
尸

峥 o r

lim l 日势 /
、 _ _

,

分 o r a r \ , ~

仍设 势二功(
r )e x p [‘a (二一 e t)〕+ e

.

e
.

其中 a 为实数
, c 二 c ,

+ icf
, c

一 为复共扼
.

则有

(3
.

3 )

(

一
)

(。一:
。

,

一功)
一

(一 :
·‘

)功

击l功
(‘) 一

伽
3 ) +

(异
一 2 0 2

)(‘
“
-

(3
.

4 )

师dr
功(1 )=

{螃 叔
: )

。

二二二 V

= O

1im l d功 /
, _ _

, 宁

斗O 一 _

二一 1 ( 、、、 ~

r ~T a r

。
,

,
+ 。4

, :

{
{

其中
“= 1 一 r Z

+ 己“‘

。公洞
u z
一
云 (拼R )

”r “n

仁(Z n ) ! ! 〕
“
一 直

(拼R )
”
r “, + :

[ (Z n + 2 ) ! ! 〕
2 (3

.

5 )

答 (拼R )
”

/ 井
“ = 念 了

一

(丽叭门‘ / 六
(娜R )

”

〔(Z n + 2 ) ! ! 〕
2 (3

.

6 )
r护卜�
..一�/
、六一

问题成为求特征值
c 的问题

.

一般用数值方法求解
,

将其化为
一

般复矩阵的 特 征 值 问

题
.

特征值的确定有两个途径
,

一是直接在复平面内对特征值进行搜索 ( T llo m as ( 1 9 5 3) 汇2“’)
,

一是 用矩阵特征值算法求出全部特征值 ( O r s z a g ( 19 7 1) 『2 4 〕)
.

在可能提供较好的初值时
,

第

一种方法效率较高
.

第二种方法则可同时求出几个模态
,

且不需要提供搜索的初始值
.

本文

问题的提法与前人不同
,

无法提供较好的特征值初值
.

故采用第二种方法
,

应用推导上略嫌
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麻烦
,

但在达到同样精度时自由度较少的契贝谢夫正交多项式展开法 (O r s a :
ag (19 7 1 )〔

“‘’)
.

我们将修正速度
u : 和扰动函数功(

。) 都用契贝谢夫多项式展开
,

由问题的轴对称提 法
,

我们仅考虑偶阶契贝谢夫多项式

功(
r )= 兄

a 。
T Z。 (r )

翻
二

(3
.

7 )

u : = 乙 b
。
T : 。 (r )

招 . 0

(3
_

8 )

将 (3
.

7)
,

(3
.

8) 代入 (3
.

4 )
,

将方程(3
.

4) 的左边用契贝谢夫多项式展开
,

令各阶契贝谢

夫多项式的系数为零
,

可得到关于
a 。

的线性代数方程组
.

求解线性代数方程组时
,

仍 采 用

T au 法
,

这种方法解的高阶项 (n 最 大的三项 ) 不是由运动方程决定
,

而是由边界条件决定

的
。

求矩阵特征值时运用 Q R 算法
.

首先将未扰速度剖面的线性稳定结果与已有结果对比
,

可见只需取 27 项
,

则可达到 4 位有效数字
.

a = 6
.

2 ,

R 二 5 0 0

D a v ey
,

N g u y e n (1 3 7 0 ) e ,

二 0
.

9 4 9 2 , e ‘= 一 0
.

0 6 3 2

本文 N 二 2 7 e ,

二 0
.

9 4 9 1 9 9 9 1
, e ‘= 一 0

.

0 6 3 1 9 9 5

N = 2 8 c ,

== 0
.

9 4 9 1 9 9 9 6 , c ‘== 一 0
.

0 6 3 2 0 0 2

a = 5
.

S R = 1 6 0 0

Pa te r a ,

O r s z a g (1 9 8 1 ) c ,

= 0
.

2 7 3 2 6 c 。= 一 0
.

0 9 3 0 3

本文 N = 2 7 c ,

== 0
.

2 7 3 2 6 4 3 6 e‘= 一 0
.

0 9 3 0 3 3 5

N = 2 8 e 一

= 0
.

2 7 3 2 6 3 4 4 c ‘= 一 0
.

09 3 0 3 2 7

引入修正速度剖面后再计算特征值
,

发现在所有情况下
c ‘
都 有 所增大

,

说明这种修正

增加了流动的不稳定性
.

例
: a = 1

,

R 二 1 0 0 0 0 , 召R = 一 4 4 5
.

9 2 7 5 6 4 5

。= 0时
,

最不稳定的两个模态为
c ,

= 0
.

9 7 1 5 , c ‘== 一 0
.

0 2 8 2 2

C ,

= 0
.

9 3 6 9
, c ‘= 一 0

.

0 5 6 5 6

“= 一 0
.

0 5时
,

出现两个随时间增长的模态
C ,

= 0
.

6 9 3 6
, C ‘= 0

.

0 2 8 8 9

c ,

= 0
.

9 3 5 4 , C ‘= 0
,

0 1 6 0 5

修正速度剖面特征值的计算结果的收敛性如表 1 所示
.

在以后的计算中
,

我们采用29 项

契贝谢夫多项式
.

图 2 中给出了修正速度剖面的振幅门槛值曲线
.

由于修正速度剖面随时间衰减
,

这里的

门槛值是这样定义的
:

当
: 达到门槛值时

,

T ol lm ie n 一
Sch lic ht in g 波的增长率与修正速度剖

面的衰减率在数值上相等
.

修正速度剖面的幅值一旦超过此临界值
,

就会 产 生 Gi ll 〔2 么’
所指

出的情况
:

平均流动的修正衰减到可忽略不计之前
,

非线性的效应已变得十分重要了
,
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表 1 圆管 Poi s

eu il le 流动的契贝谢夫多项式逼近

(a = 1
,

R = 5 0 0 0
,

l, R 二 一 1 3 5
.

0 2 0 7 1
, 。二 一 0

.

0 6 )

多项式项数
”

值 多项式项数
n

llQ甘nU
J

IqUnJ浦生迁占0
.

80 3 8 3 3 + 0
.

0 0 3 8 6乐0 1

0
.

8 03 83 2 + 0
.

0 03 8 6 16 2

0
.

8 03 83 0 + 0
.

0 03 8 6 13 7

0
.

8 03 83 0 + 0
.

0 0 3 8 6 1 8 1

0
.

8 03 83 0 + 0
.

0 0 3 8 6 2 12

特 征 值
c

9
.

8 03 8 3 0 + 0
.

0 03 8三马5 0

0
.

8 03 8 2 6 + 0
.

D03 8
一

9 6盛

0
.

8 03 8 2 8 + 0
.

0 03 86 1 3 3

0
.

8 0 38 3 1 + 0
.

0 D3 8 62 7 5

丹O尸‘OCQ�n“q‘勺乙nZ�,‘6d

刀刀= 一 只一8 OZf, {n

_
_

一
尸尹一

一
划

�
�

一才卫
且

一
孰一

�日

_

⋯
.

⋯⋯⋯

⋯
·

丫
、一 }。‘)。。

一 0
.

O4 OL
,

、
气

、 、

_ 。
.

。3 :

⋯
一{

_

_
-
-

-

- -

一{}
.

6 1 0 1
.

J 1
.

8

图 2

四
、

讨 论

本文讨论 了圆管 Poi s
eu ill e 流动中由于轴对称扰动非线性相互作用对平均流动的修正及

其对流动稳定性的影响
,

首次得到轴对称扰动造成失稳的结果
.

欲 对 圆 管 Poi s e ui lle 流 动

的失稳机理作出较为完全的解释
,

还须进一步研究扰动的非线性发展过程
.

关于非线性稳定

性研究的结果
,

我们将在另文发表
.

致谢 本文在钱伟长教授的指导下完成
.

作者并对周恒教授
,

蔡树棠教授和戴世强副教

授的关心和帮助表示衷心的感谢
.

在上海市应用数学和力学研究所理论流体力学讨论班上进

行的探讨使作者得益匪浅
,

在此一并致谢
.
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