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摘 要

木文利用卷和卷的交换性质给出并证明了微极弹性动力学中非保守力场问题的几种拟变 分 原

理
.

本文结果还可以推广到非局部弹性介质和非局部微极弹性介质力学中去
.

一
、

前
一J ‘J

一
‘白

‘习

变分方法在许多数学物理问题中发挥了极其重要的作用
,

它在理论上和实用上的重要价

值是众所周知的
.

在连续介质力学中
,

变分法的研究及其 应 用 都 得 到 了 比 较 完 善 的 发

展 t ” t乞’‘, 〕【弓, “ , 。

自胡海昌教授
【“ ,
等建立广义变分原理以来

,

不管在古典弹性介质力学中还是在现代连续

统力学中
,

各种变分原理相继出现
.

由于篇幅所限
,

不能一一列举
.

这方面的资料可参考【7〕

所列
。

对弹性力学中非保守力场问题的变分原理 L e iP h ol z 〔“’和刘殿魁
〔”’
等进行了不少研究工

作
.

然而
,

对于微极弹性介质力学中非保守力场问题的变分原理尚未见报
.

由此
,
本文利用

卷及卷的交换特性给出和证明了微极弹性动力学 中非保守力场间题的一般的拟变分原理
.

而

且本文结果可以推广到非局部弹性介质和非局部微极弹性介质力学中去
.

二
、

基本方程
、

初始条件和边界条件

根据〔1 0〕,
我们首先列出微极弹性动力学的基本方程

、

初始条件和边界条件
.

应变位移关系

e , , = u , , ‘一“ , ,
功
。

r , , = 功,
, ‘ } (2 1 )

将式(2
.

1) 简写为

= V
·

d一 e 关 : R d (2
.

2 )

其中

1 9 8 6年9月 2 9 日收到
.
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·

r e ‘, 、
·

r u J 、 百
-

, 二1 全
,

d橄
;

全
, ￡

怡「
一

r 幻
一

华j

〔‘, 。 0

0 ( ‘j、

「0 1
一

1

}
,

R = } }
」 L O O」

本构关 系

t‘,
= A

‘, 。 。 e 。 , + B
‘, , 。

功
。 , ,

I , “ j一勺 仍
” j 万 ‘ 仍 n 一 习 J ‘仍 . 丫价 , ”

式(2
.

3 )可 以简写为
口= E : e

对于微极线性各向同性固体

A
‘, 。 。

= 几g ‘, g 。 , + (井 + 化)g 。。 g ‘。 + 拼g ‘。 g ‘.

C ‘, fn 。
= o

B ‘, 协 。

= a g ‘j g 二 。 + 刀g ‘”g ‘。 + , g 。。g , 。

式 (2
.

4 )的逆形式可以写为
e = H : q

运动方程组

t‘, , , + Pf
‘= P“‘

m ‘,
, , + ‘, , 。 tj。 + PI

‘
= J ‘,

班
, 夕

式(2
.

6) 可以简写为

V
·

仃 + e : 芳R T仃 + F = Md

其中

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

一
嘟

,

一{争 一吟
,

:。
在以上各式中各符号的意义分别为

:

u ‘:

位移向量分量
;

功
‘:

微转动向量分量 ;

价 , :

应变张量分量 ;

r ‘j :

微应变张量分量
;

九, :

应力张量分量
;

m ‘, :

力偶应力张量分量 ;

f‘
:

物体体力密度
,

I
‘:

物体力偶密度
;

p :

质量密度 ;

月‘, 二 。 ,

J
‘,
等

:

物质特征常数
;

〔‘, 。 :

转换张量
.

在本文中
,

F为伴生体力力场
,

即非保守力力场
.

初始条件

份
你

,

0!.
一

叮
。

}
毋‘L戈

, U ) = 甲‘

(2
,

8 )
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或

d (x
,

0 )= d
“

(x 〔犷
,

t= 0 ) (2
.

9 )

睡‘(劣
,

0 )= v {

价
‘
(二

,

0 )= v :
} (2

.

1 0 )

或

d (x
,

0 )二 d
D

( x〔犷
,

边界条件

在S ; x T (0
,

co )上

u (x
,

t) = 0 (x
,

t)

在S
: x T (0

,

co )上

中(x
,

才) = 币(x
,

*)

在5
3 x T (0

,

oo )上

T
、。 ,

(x
,

t )= 了(x
,

t)

或

t‘, n ‘== 犷,

在 S
‘ x T (O

,

oo )上

m 、。 》

(x
,

t)== 币(x
,

t)

或

m ‘夕n ‘== 雨了

其中 S
,

+ 5
3
二 5

2
+ S

‘
= S

为方便起见
,

我们将边界条件写为如下形式
:

在S
、 x T (0

,

二 )和S
: x T (0

,

二 )上

0 ) (2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

(2 1 4 )

(2
.

1 4 )
尹

(2
_

1 5 )

(2 1 5

‘一可一‘1 十‘
2
一

{ } (2
.

1 6 )

在5
3 x T (0

,

、 )和S
‘K T (0

,

、 )上

一‘一‘1 十‘
Z
一

{ } (2
.

1 7 )

其中 王, ,

王
2

为伴生表面力场
.

、
l
、f夕

o一E
Jr、k

一一q山

一‘‘

,

丫Lf之
JTO

Jr、人

一一
一人‘

,

、‘
.认

八Ul口
.

Jr、上

一一内‘d
,

丫几了去

-
U
�11�

了J、人

一一
1

.

Q

三
、

卷的某些性质及结果

为了方使问题的研究
,

我们在这里不加证明地列出卷的某些性质及其有用的结果
.

交换性质
: u料 = v

刊

结合性质
: u , ( v , w ) = ( u , v ) , w

分配性质
: u * ( v + w ) = u , v + u 二 w

标量函数与矢量函数的卷
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v 二夕苦u
,

或 v 、= g ‘ u ,

标量函数与张量函数的卷

G 二 g 二平
,

或 G
‘, = g * 岁‘,

矢量函数与矢量函数和张量函数与张量函数的卷分别为
u 关v = u ‘* v ‘,

G 关甲二 G ‘, 苦梦‘,

现在
,

我们给出卷关于时间和空间导数的有用结果
。

我们定义

在厂 x T (0
,

* )上
,

e= G , 平

那么我们有
在犷 只 犷(o

,

oo )上
,

吞= 舀
, 甲 + G (:

,

o )甲

在F x T (0
,

“)上
,

V 泊二 V
·

G 二甲十 G , V
·

甲

现农我们使 用关于时间变量的卷给出偏微分方程组(2
.

1 6) 的卷的形式
.

定理 1 设 d〔C
。, 2 , 。〔C

‘, 。,

那么d和。满足运动方程组 (2
.

1 6 )和初始条件(2
.

9 )
,

当且仅当

在丫 x T (O
,

“ )上

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(2
.

1 1 )
。

r * V
·

仃 + : ,
(。

关 : R , 仃)+ F二Md (3
.

3 )

其中

F = r 釜 F + M (d
。
+ 丫d

”
) (3

.

4 )

并称之为虚拟广义伴生体力场
.

d
。

和 d0 分别表示犷上的初始位移和速度场
.

证明 用 :
对方程组 (2

.

1 6) 左右两边进行卷积
,

则可以得到
丁 , V

‘

0 + r 关 (￡ : R , 。 ) + 了 , F二 丁关M d

根据卷对时间导数的结果 (3
.

1 )
,

我们有

(3
.

5 )

描翻一 1止咖 = Md

由卷的交换性质

Md一 。石;
二 一 。、

二 :

早
Md

。·

= M d 苦了 + M d
“丁 + M d

。

由式 (3
.

5) 和式(3
.

6) 就可以得到式(3
.

3 )
.

(3 6 )

四
、

拟 变 分 原 理

定理 2 令厂是所有允许状态的集合
.

设中〔厂
,

且也是运动学允许状态
,

对于( T (O
,

、 )
,

我们在厂上定义泛函

~ 人
、

f 「 1 , 1
。

二
1 1 一气甲 )二 1 1 。 T 芳 匕 : 公补‘十 ‘

一

明 0 关 0 一 T扮 。苦 公

J V ‘ 乙 乙

一‘二v
·

“ + 二 ‘e ‘ : R , q , + 景) ·‘

}
d %

+

{
、

.
,

二 , ·‘d s +

{
: ,

,

⋯‘, 一‘,
·‘“S

(4
_

1 )

那么在厂上对于( T 《0
,

、 )我们有



2)并

�‘
.

风一4O
甘一
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6刀
:
+ 占R + 占P = 0

当且仅当巾是混合问题的解
.

其中
,
t二小 n ,

于为伴生面力场
,

且

F为虚拟广义伴生体力场
。

“R 一

{
, ‘·‘户d

X 。尸一 (
: , d ; 沉d s

J S ,
,
-

( 4 3 )

证明 令d巾= {胡
,

加
, d口 }〔厂是状态必中的任意变分

,

d F
,

故 为独立的拟变分因子
.

那么我们可以得到

“H l + “R + “p 一

{
;
二E : : ·“: d 二 +

一

{
:
二 。 , 。。、二_

Md关d dd x

T 苦e 关d a d 戈

VV

r
.

l
. ‘产.龟.
J

一

{
; (二v

·

。 + 二 ( 。一 R ·。 ) + ‘)
·。d 、/

一

{
;
二‘

·v
·

(“。 ) d X 一

J
; 二“一 R‘,

·“q d /

+
{

: .
可
. ot 、s +

{
_

: , ( t一 * ) . o d 、s + {
r , d , 。t 己s ( 4

.

4 )

J S i
.

: J S ,
,
一 J S 卜 -

在上式中我们应用了卷的交换性
.

如果我们应用梯度理论
,
我们得到

{
;

二‘
·v

·

(‘。) d %一

{
。
二‘

·“, d s 一

!
。
二v

·

‘·““ d %
( 4

.

5 )

将式 ( 4
.

5) 代入式 ( 4
.

4) 我们有

“H ! + “R + ‘p 一

{
:
二( E : ‘一。 ) ·‘: d X

+

l
; 〔M‘一 (二v

·

。 + 二 ( 。一R · o ) + 示) , ·“‘d !

+

!
;
二 (、

·

d一 : 一 。一 R d ) ·。。 、、

+

{
: ,

.
,

二“一‘, ·“,“s +

{
: 3 ,

⋯( , 一‘) ·“‘“S
( 4

.

6 )

显然
, 式 ( 4

.

2) 是小为混合问题的解的一个充分条件
.

如果状态少满足式 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

4 ) ,

( 2
.

1 6 )
,

( 2
.

1 7 )和 ( 3
.

3 ) , 那么由式 ( 4
.

6 )立即可 1汉得到 式 ( 4
.

2 )
.

由于必要性的证明比较复

杂
,

在此不予证明
.

但是
,
根据如

,

倪 和 加 的任意性及T itch m ar sh 定理
铸
我们可以得到

:

在犷 x T ( O
,

oo )上

在S
, , ‘x T ( 0

,

, )上

在5 3 , ‘ x T ( o
,

二 )上

了并V
·

o + r 资(: 关 : R , 口) + F二 Md

E : e = 仃

c = V
·

d一 e 苦 : R d

d = 百

如果所论问题是位移边值问题
,

那么S
, , :
二 S并且在 S

。 , 4

上的积分等于零
.

此时驻值条

T it c hln ar s h定理
:

在犷 x T (。
,

oo )上G
关 甲二 。表示在F x Z

’

(。
,

oo )上不是 G二 。就是平二 。
.
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占刀
,

+ 占R == 0

如果所论问题是应力边值问题
,

那么 5
3 , ;
二S

,

定理 3 设 D 是所有允许 的位移场的集合
.

林钟祥 杨德品

并且在 5
1 , 。

上的积分为零
.

令d〔D
.

对于( T (O
,

、 )
,

在D 上定义泛函

~
, : 、

f l 。 ,
,

I f
1 1 ,

(0 ) = l
_ 丁关 匕 : 公关 E 以劣弓一

_ 1 M O 苦 0 以劣
J V 艺 艺 J v

一
{

_ _

彻六一 {
_

:

添d 、:

夕 F 夕 5 2 一

(4
_

7 )

那么在D 上对于( T (O
,

加 )我们有

占刀
: 十 6 R + d尸一 O

当且仅当 d是混合问题的解
.

其中

(4
_

8 )

。* 二 {
_ _

d , 。声己
二 ,

。尸一
{

: , d , 。、、s

J f J 万s
,

-

现在d和 。的变分并非独立的
,

它们满足关系式

占e = V
·

(d d )一 ￡苦 :
R己d

考虑到

(4
.

9 )

{
: , 。二 V

.

(。d ) 、二一 }
: * 、

·

(。 * 。d ) 、二一 {
: , v

·

。 ,
。d 、二

J F
‘

J V J V

一 {
: * t , 。、 d s 一 {

二二、
·

。 , 。d d 、

式(4
.

8) 给出

在U x T (o
,

, )上

Md一什 V
·

口一什(。斧
:
R 少叮 )一 F = 0

在S
。 , ‘又 T (0

,

、 )上

t = t

定理 4 令厂
,
〔厂是满足应变位移关系的所有允许状态的集合

。

设巾〔厂
, ,

对于姐T (0
,

、 )

我们可以定义泛函

。
, _ 、 、

f
_ ,

l
’

1
1 1 , 气甲 ) = l 了关叮关 公口义一 } 凡 r 补曰 : 叮朴U 口戈

J V J F 艺

I f
。

⋯
:

f 二
十

一

又
一

1 1姗 Q铃0 以劣一 l r 誉0 口X
艺 J V J r

: , t* (d一百)d s 一 }
: , 王, d d s (4

.

1 0 )
S ,

,
-S

�

!!
�

一

则对于 ( T ( 0
,

“ )在r
,

上有

占刀
3

一

斗
一

占R 斗 占尸~ o

当且仅当少是混合 问题的解
.

它的证明类似于前述方法
.

对式 ( 4
.

1 0) 取变分后我们得到

“11
3 + “R

~

!
一

“”一

!
.

;
二‘￡一 H

: q ,
·
“, d %

( 4
.

1 1 )
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+

{
: ‘M‘

一
v

’

叮一什 (。关 : R T 口 )一 F) , 占d d 戈

一
{

_ 二 *
(d 一。)* 。t 、s 一

}
二 ; (、一 t ), 。d 、s

J 百i
,

2 J 5 3
,
喂

刁4 9

(4
.

1 2 )

在上式中我们应用了卷的交换性质和梯度理论
.

由式 (4
.

1 1) 我们得到下列方程式

在犷 x T (o
,

, )上 “= H
, 。

M d = T 芳 V
·

。 + T , (公关 : R T a )+ F

在S
; , : x T (0

,

、 )上
,

在5 3 , ‘x T (0
,

二)上
,

定理 5

汀
4
(少)二

设r 是所有允许状态的集合
.

令小〔厂
,

对于桩T (o
,

‘ )
,

在厂上定义泛函

I f
。 。

二
,

f 各
. ,

.

I f 尸
一

二 1 M O 苦Q 以戈一 ! r 关 O C X 十
一

二 } 了关仁 : C 关C 以工
么 J 犷 J F 艺 J F

一

{
;

二〔。一 (v
·

‘一 。一 R ‘, 〕·“d “

一
{

_

: , (d 一‘)二 t d s 一 {
_ : , * , d d s

J 万1
.

, J 5 3
,

-
(4

.

1 3 )

那么在r 上
,

对于戈T (0
,

co )有

d刀
‘
十 d R + d尸= o

当且仅当由= {d
, 。

,
口于是混合问题的解

.

(4
.

14 )

其中 “R 一

{
, ‘·“户d 二 。尸 一

}
: , d , * d :

J S 3
.
‘

王为伴生面力场
,

F 为虚拟广义伴生体力场
.

这就是拟广义势能变分原理
.

证明 令。少= {胡
,

。。
,
。。 }〔厂是允许状态少中的任意变分

,
。豁和沂 为独立的拟变分因

子 , 那么式 (4
.

13 )的变分为

““
‘
(沙)一

{
F

M‘·占‘d / 一

{
:

户
· d‘d / 一

{
: ‘· d卜“

r , E : ￡, d c 由 一 二 * [ : 一 (V
·

d一 。关 : R d )〕又占叮d 义
V

�

!
.J

: , q 二。。、 + ( r 关d ( V
·

d )六

二‘e ‘ : R 少· ,
·“‘“ 一

{
: ,

: * ( d一可) , 占t d s

VV犷

�

l
�沱

l
�产

l
‘

+一一

: 二 t二。d 、s 一 !
: , 、* 。d 、s

万 i
,
: J S 3 , ‘

一
{

: , d * 。、、:

J S 3
,
通

( 4
.

1 5 )

现在我们对式 ( 4
.

1 5) 的第
.

七项应用梯度理论可以得到

{
。二q ·“‘v

·

‘, d / 一

{
;
二v

·

(二占‘) d / 一{
:
二v⋯j‘、X

一 }
: , t , 。d 、s 一 {

: , v
.

。 * 。d 、x

J 召 J V
( 4

.

1 6 )
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将上式代入式(4
.

15) 我们有

““
4

+ “R + “p 一

{洲斗一
(。一 R ·。

卜二v
·

。〕·“‘d二

+

{
; 二‘E : 。

一 )·“公“一{
;
二。。一 (v

·

‘

一
R ‘)〕·“。“

一
{

: , (d一 ; ), 。, 、s 一 {
: , (、一 。), 。d 、s

J S i , : J S 3一
(4

.

1 7 )

如果少是满足式(2
.

2 )
,

(2
.

4 )
,

(2
.

2 6 )
,

(2
.

1 7 )和 (3
.

3 )的解
,

则从 式 (4
.

1 7 )可以得到

占H
‘

+ dR + JP == 0
.

相反地
,

如果状态 小= { d
, 。

,
。}满足式 (4

.

1 4 ),
根据 dd

,
占。

,

占。 的任

意性可以推证是所论问题的解
.

因此驻值条件式 (4
.

1 4) 给出

在厂 x T (O
,

父)上 Md 一F一 : , (。
苦 : R , 。)一 : , v

·

叮 = o

在S ; , : x T (0
,

oo )上

在5 3 , ‘ x T (0
,

、)上

口= E : e

￡= V
·

d一 e 关 : R d

d二可

t二王

定理 6 令厂
: c 厂是满足本构关系的允许状态的集合

.

设巾〔厂: ,

对于桩T (o
,

co )我们定

义泛函

。
,

未
、

I f
。 。 _ . , , .

l f
. , _ _ ,

J l ‘气岁少= 下 1 m U , u a x 十
一: l r 住曰 : 叮铸。 a 劣

乙 J V 名 J 犷

+

{
, 〔二 :

·

。 + 二(。一 R ·a ) + 舜一 M‘〕·‘d /

一

{
: :

.
:

二‘· , “S 一

{
: 3

.
‘

二‘, 一‘,
·‘“S

(4
.

1 8 )

那么在厂
2上 ,

对于戈T (0
,

、 )我们有

占刀。(少)一 6R 一 dP = o

当且仅当中是混合问题的解
。

其中

(4
‘

1 9 )

。、一 { d二。最、
二 ,

。尸 = {
: , d * 。* 、s

J F J 万, 一

这便是拟广义余能变分原理
.

证明 令妙〔厂
:

是任意变分
.

d F
,

溉 是独立拟变分因子
.

则式 (4
,

1 8) 的变分为

““
6
一

{
; M‘·“‘d % +

{
: 二H :

+

{
, 〔二v

·

“ + 二 ‘“‘ :

仃铸舀a d 工

R , o ) + F一 Md〕, 6d d戈

{
; 二‘· v

·

(“· )“· +

{
; 二(e一 R d )·。· 、·

!
; ‘·‘卜“一 {

; M‘·“‘“一

{
: , . :

二‘
·“, ‘S

一 {
: , (, 一 * ), 占d 、s 一 !

: . d , 。t 、s +
{

: 一 d一币J s

J S J
,
一 J S , 一 J S一

(4
.

2 0 )
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在式(4
.

20 )中我们应用了卷的交换性质
.

考虑到

{
: , d , v

.

(。。) 、, 一 {
: , d二。t 0 5 一

{
_ _

T 二,
·

。 , 。。。,

J V J 召 J V

我们可以将式(4
.

2 0) 变为

“H
。
一“R 一护一

!
; 〔二v

·

q + 二‘“一 R ·。 , + 云一 M‘“·“‘“

+

{
;
二‘。+ e ‘ : R‘一 v

·

‘,
· “·“一{

: , , ‘

二‘, 一‘, ·“‘“S

+

{
: :

.
:

二“一‘)·“, “S
(4

.

2 1 )

状态中是混合问题的解
,

式 (4
.

19 )是一个充分条件
.

因为如果巾 满足应变位移关系
,

运动方

程组
,
应力边界条件

,

位移边界条件
,

显然有

乙汀
。
一d R 一占尸= 0

.

考虑到胡
,

d口的任意性及T it c h m ar sh 定理
,

可以知道式 (4
.

1 9) 也是

一个必要条件
。

因此我们得到

在厂 x T (o
,

oo )上 : , V
·

。 + 丁, (: 关 : R r口 ) + F = M d

e = V
·

d 一 ￡苦 : R d

在S ; , : 又 T (0
,

oo )上 d = 可

在S
a , ‘ x T (0

,

oo )上 t = 王

在定理 2 到定理 6 中
,
如果 F 和 苍为非伴生力场时

,

= 0
.

那么所述定理退化为通常的变分原理
.

它们应 视为常 数
.

这 时 占R = o
,

6尸

[ 8 ]

[ 9 〕

[ 1 0 ]

[ 1 1 ]
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