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摘 要

本文研究比较一般的有积分算子的非线性发展方程的空间周期分叉解及稳定性问题
.

首先分

别研究分叉解存在的必要条件和充分条件
,

然后用算子半群方法分析平衡解的稳定性
,

并讨论了

稳定性交换原则
.

最后研究一个应用例子
,

对有指数型积分算子的情形得到具体结果
.

一
、

引 言

在非线性微分方程 问题中
,
对解的分叉的研究有着重要的意义

,

并且与解的稳定性研究

密切联系
.

在这方面
,

除了对平衡态系统 (如常微分方程的边值问题
、

椭圆型方程的边值问

题
、

积分方程等) 和有限维动态系统的解的分叉问题已有大量研究之外
,
对无限维动态系统

(如非线性反应
一

扩散方程组
、

流体力学方程组
、

非线性积分
一

微分方程等 ) 的解的分叉和稳

定性问题也受到越来越广泛的重视
.

在流体力学
、

化学反应
、

统计物理
、

天体物理和生态学

等会遇到有积分算子的非线性平衡态方程或非线性发展方程的解的分叉和稳定性问题
.

平衡

态方程 的分叉解可以看作相应的发展方程的静态分叉解
,

这对于研究分叉平衡解的稳定性往

往是方便的
.

本文研究相当广泛的一类有积分算子的非线性发展方程的空间周期静态分叉解及其稳定

性
.

首先利用泛函分析的方法给出静态分叉解出现的必要条件
,

并研究其存在性
.

然后用算

子半群方法分析了平衡解的稳定性
,

因讨论基本解与分叉解的稳定性交换原则
.

最后作为应

用的例子
,

对在〔1 〕
、

〔2 」中出现的有指数型积分算子的情形得到比较系统 的结果
.

令 H 为在(一 oo
,

co )上定义的周期为 l的实周期函 数 州劝 全 体 的 集 合
.

它 们 满 足

1叫
“
d % < 。

.

在万上定义内积

(*
1 ,

* 2

)垒
{:

* 1、Z
d / (、

, ,

* Z
o H )

于是H 是一个实 H il b e r t 空间
.

在 H 上定义范数
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周期分叉解的一般结果

本文研究下面形式的在H 上的非线性发展方程
:

d “ ~
_ , .

_ 一

J t = 行 (u ; 九) + 卢￡‘+ 。兰户 (u ; 凡, (t> o) (2
.

1 )

其中
“ : 【0

,

co )。H
,
它对固定的 t> o 是 % 的周期函数

,

且它在 t> O时对 t连续
,

在才) 0时

对 t连续可微
.

G :
H x R o H 是一个非线性积分算子

:

。(· ; 。)垒a

l几
d :
{:
“ ’
‘’。:“
一

。
一“ , / , 〕d “

(2
.

2 )

我们在下面总是假设实函数 g 满足下面的条件
:

( i ) g (君
,

, )〔C , (R )
, g ‘(占

,

刀)〔L
‘

(R
么

) ;

(11 ) g (占
,

刀)== 夕(一君, 一 叮) ; (2
.

3 )

(111) 当
r 二斌雪

2
十护 。 oo 时

,

有 口(雪
, 刀)== O (e x p〔一 r Z〕) (2

.

4 )

在‘2
·

‘, 及‘2
·

2 , 中的常数 。 ,

刀和参数 “都 是 实数
, 。
一{二可:g(f

, 。)dn.

显然
“== O是 (2

.

1) 的一个平凡解
,

称为基本解
.

现在研究是否对于参数 h 的某些数值存

在从基本解分出去的分叉解
.

如果对子某个 万值
,

使得当 h 在 无的 某个邻域内时
,

(2
.

1) 存

在非平凡解
u ,

并满足 li m 。= O ,

则称 万是 (2
.

1) 的一个分叉点
,

而此非平凡 解
u 是在 万处从

h峥 h

基本解分出去的一个连续分叉解
.

本文着重讨论非线性方程 (2
.

1) 的空间周期静态连续分叉

解
,

即分叉解
u〔H 与 t 无关的情形

.

这个静态分叉解
“二 。(二 ; h) 满足非线性 积 分 方 程 (即

(2
.

1) 的平衡态方程 )

F (“ ; h )= 0 (u〔H ) (2
.

5 )

计算表明
,

F 的 F r忱het 微分是

: : (一 。)*一{飞
。(:

一
(;卜

·(/ )) : (: )d :

一(l几
“:

厂
‘’。““一

。
一‘戈 , ,“”

)
切‘· , ‘切〔H ’

于是当 g 满足假设条件 ( i )和 (111)f{J
一

,
F 是 F r‘e li e t 连续可微r沟

.

由分叉的一般理论 (例如见〔3 〕
、

「4 〕) 得知
,

万是方程 (2
‘

5) 的分叉点的必要 条 件 是

F 在 (o
,

初 处的 F r枕lle t 导数 F 二(0 ; 句应当是奇异的
.

从而知道
,

对于参数 h 的任 何数值

有

F 二(0 , h )沪二〔去一 (, (人)一刀)I〕甲 (沪〔H ) (2
.

6 )

其中线性积分算子

L、垒a

{
_ _ 。‘舀
一

0 , : ‘“,“乙
(2

.

7 )

及函数
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因此 万是方程 (2
.

1 )的静态分叉点的必要条件是
:

算子 L 一 (甘(句 一刀)I 是奇异 的
,

即

袱初 一爬
a (L )

这里 。 (L )表示算子 L 的谱
.

我们先研究线性算子 L 的性质
.

引理 I L 是 H 上 的有界线性算子
.

根据 L 的定义(2
.

7) ,
易知当 甲有周期 l时

, L少也有周期 l.

此外
,

对于正〔0
,

门
, 甲〔H

,
考虑到 中 的周期性有

}L , :
2
一

州{二
)

。(:
一

。) , (‘)。

、 a Z

「云
含 . ~ C过〕1{:

。(: + “‘一
。, * “ , d“

1〕

、 a Z

I觉
舌. ~ ‘心

(!:
!。(: + “‘一

”) ,
’
d“

{:
, : “ , ,

“
d“,

】产2

〕

由(2
.

4 )可知
,

存在常数 M> o
,

使得 }g (雪
,

叮) !< M
e x p 仁一 r Z

」
,

于是

,“, ,
’
成M

“a Z

,,* }一「觉
介 . 一 O ,

({:
二 p卜 2 (: + “‘一)

2
“:
)
’“

〕
’

由于 }君一川( l
,

故当 }kl ) 1 时有

住+ 寿l一 % )
“

> (左一 1 )
“
1
2

由此可知

l: , }
2

、、
2 a 2

{一: r}
2

「, : , 2 + :

云({
‘ 。: p [一 2 (、一 : )“‘

2

〕。:、
’‘2

1
L 一 l \ J 。 , 」

勺lweesl
曰.上

一

奋

纪任矛
、

一PXe

。兄t-1O山+
月.工

rl..L

= M
Za Z

I}}切1

= CM
Za Z

I}i切}f
“

其中 C = 1 + 2乙
e x p〔一 (掩一 z )“1

2

〕< co
.

于是

},L , }}
2
一

{:
}L , }

Zd :、CM
Za Z
‘: 。, }}

么< -
(2

.

9 )

从而 L 是 H 上的有界线性算子
.

引理 Z L 是 H 上的自伴紧算子
.

由于线性积分算子 L 的核 g( 占一二 ,

0) 是实对称的 (见 (2
.

3) 式)
,

因此 L 是 H 上 的自

伴算子
。

下面证明 L 是 万 上 的紧算子
.

为此取 H 的一个规范正交完全系
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钾
,

}垒神
。 ,

嵘
、,

嵘
、

}
,

其中整数 m 》 1
(2

.

1 0 )

* 。
,
I, ( , ) _ / 2 _ _ 。

2 二m
, , .

、
) _ / 2

_ : _ 2 ‘m
. ,

二
,
、
_ 1 、二 二 八、 , 叭群 * 二。 二

少夭 勺」 岁fn 一
魂 l

, 、口 J l 八 , W 仍 一
、 l

,

加
工L l 内 , 刀吸 W 。

一
/ 1 . 口习艺乙 卜划 刀 似卜曰三 卜匕 川 闪」

, 苏目刁二

、 沼 ‘ 丫 l ‘ 丫 ‘

刀
一2

垒公 {L功
,

}
2

< co (2
.

1 1 )

则 L 是紧算子
.

为此估计 1刀
“.

对于 二截 。
,

l〕
,

有

嗽”
2
一 2

翔几
、 2 ·“

严
2

2 a 2

M
2

一 I

。(: 一二 , 。)。。s
一

2

甲 : d ;

份..........t... ....e X p卜 (; 一 x )
“

〕c o s Z

罕 : d :

·x p卜 :
2

〕
一

。0 5 2

甲
(; + 二)d :

为一助�
广t.‘‘J

1
.

�

Z a 艺
M

z

l
一 p〔一。

2
〕。0 5 2

赞 : d :

2明
户�汀ldQ

自

‘一
2 汀m

l

/

!
。。 , _ .

2兀m
e x p L一 ‘

一

J s ln l

一 2 汀a Z

M
Z

气 l

e x p

l
- 2 兀2阴么

因此

:L , ;
) }}

2
一

!:
}L, 盆

)
}
“
d“、 2 二a 么

M
“

二 p

同理

}!: , : ) ,!
2

、 2二一、
2

二p

卜
2

少
‘

此外

, L ,
。

}}
么
一

{:
!L ,

。

}
Z
d :

一
综 匕所述

,

便得到

呜
}2

( 二梦 + 4二
Z

M
,

兄
二 p

卜
2 “

;
m ’

}
< -

于是 L 是 万 上的紧算子
.

根据有界的自伴紧线性算子的谱性质
,

并考虑到H 是无限维空间
,

便得到L 的谱 a( L )的

性质如下
:

理引 3 L 的非零谱由可数个分立的实特征值漏 今O ( m 〔某个可数集K ) 组成
, L 的对

应于 探 的特征子空间万
。 = 万 ( L 一又。I) 的维数 概 是有限的 ; 此外

, o〔a( L ) ,

且 是 特征值

集合扭
二 }的唯一可能的聚点

.

顺便指出
,

由于 L 是自伴算子
,

其剩余谱不存在
,

故 O 只可能是 L 的 特 征值或连续谱

点
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根据静态分叉点 万必须满足 下(句 一刀〔a( L )这一必要条件
,

可以得到下面的定理
:

定理 1 若方程 (2
.

1) 的基本解
u一 0 在 万处出现周期静态分叉

,

则 万必须满 足

? (万) = 刀+ 几。 (m 〔K ) (2
.

12 )

或

? (h )= 月 (2
.

13 )

我们分别记满 足 (2
.

1 2 )和 (2
.

1 3 )的 万值为 不。(m 〔K ) 和 无、
.

然后我们进一步讨论在 万袱m 〔K )处出现周期静态分叉的充分性条件
.

如 果 。是 L 的特

征值
,

则下面的讨论对 元
、

也适用 ;
但如果 。是 L 的连续谱点

,

则需要另作专门讨论
.

定理 2 如果 讨(无初 寺 O,

则可以适 当引入小参数
。,

使得对充分小的 !
。
I

,

存在 对
。
连

续可微的非平凡空间周期解
。= u (。) 〔H

,

以及 h = h (。)
,

它们满足
u (o ) = O,

h(0 )二万。
,

及

F 〔u( 。) ; h( : )」~ 0
.

特别地
,

当 h( 。 ) 的反函数存在时
,

方程 (2
.

1) 有在 万二 处 从 基本解分出

去的空间周期静态分叉解
u一 u (h )

.

下面记算子 A
。
(h)垒L 一 (, (h)一口)I (即F 乙(o ; h) )

.

显然由(2
.

1 2 )得知
,

当h二无。时 ,

刀
。
(万动 ~ L 一 (, (无二 )一刀)I一L 一 几, 1

.

于是 A
。
(万初 的零空间万 (A

。
(万动 )就是万

二 ,

其维数为

株
.

令 才
二= 万吉

,

并将H 作直和 分 解
:

H = 万
。0 滩。 .

由 于 L 是 自伴 紧 算 子
,

故有万
。

一万熏
,

这里刀戈是伴随算子 A言(兀耐 的零空间
,

从而

才 。= (万票)
J-
= 牙 (A

。

(石。 )) (2
.

1 4 )

即滩。是算子 A
。
(无。)的值域

.

令 尸 和 口分别表示由 H 到 万
。 和 滩。 的正交投影算子

.

任何
u〔H 都 可以唯一地表示

成
u = 尸u + Q u一 (u

,

沪。 )切。 + 口u (2
.

1 5 )

其 中 切m 〔万
二 且 l冲。】J= ]

一

,

Q u〔才。 .

如 果 u = u (二 ; h ) 是 连 续 分 叉 解
,

有 lim }}u 】】= o ,

故
h令h。

li m (。
,

切7n )一 。
.

因此我们取 参数
。~ (u

,

职耐
,

于是把 u 写成
h一

‘
人二

u = “(沪。 + 劝) (2
.

1 6 )

其中 。一
{
Q !‘。、、 ·

此夕卜
,

令

h二 而二 + ￡J (2
.

1 7 )

这里的 甲。 ,

势和 。 都 叮以与
巴
有关

.

考虑到 月
。

(h) = F 匕(O ; h)
,

由 Fr 既het 导数 定义
,

有

F (u ; h )二 A
。
(h) u + B (u

;
h) (2

.

1 8 )

其中非线性算子 B
:

月 x R o H 满足
‘g 〕

!IB (u ;
h) IJ= O (11u l]

“
) (2

.

1 9 )

由(2
.

8) 式可知 夕(h )对 人连续可微
,

因此 刀
。
(幻可写成

刀
。
(h )= A

。
(无。 + 。a )

= A
。
(无。 ) + 。J , ,

(无。 + oo a )I (0 < 0 < 1 ) (2
.

2 0 )

将 (2
.

1 6 )至 (2
.

2 0 )各式代入 (2
.

5 )
,

得到
。A

。
(万。 )劝+ : Za , 户

(万。 + oo a )(甲。 + 劝)

+ B (。(甲。 + 劝) ; 万。 + : a )= 0 (2
.

2 1 )

这是 纵
,

劝和 a 所应满足的抽象方程
.

将投影算子 尸作用于 (2
.

21 )式
,

并考虑到 沪〔才。 , A 。(万。)矽〔牙 (A 。(万。” = 才
。 = 刃众

,
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故有

J 丫产
(万。 + 乡: J )卯二 + P 否(: (切, + , ) ; 万。 + 。汀 )一。

其中 刀(u
;
h)= 。一 Z

B (u
;
h )

.

由(2
.

1 9 )
一

可知

!}石(u
;
h ) !1= O ( z )

取 (2
.

2 2) 式 与 卯。 的内积
,

得到

J 夕‘
(兀二 + 口: 口 ) + (P刀(。(切fn + p ) ; 万。 + : J )

, 甲。 )二 o

再将投影算子 Q 作用于(2
.

2 1) 式
,

由于 外汇万
。一才 ; ,

故有

月
。
(万二 )功十 : J , 产

(万, 十 oea )势

+ eQ刀(: (甲
, 。

+ 势) ; 万。
一
、: 汀 )二 o

引入线性算子 月
。
(无动 的伪逆算子 少

:

H 。才彩
’1

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

介, 一{ (2
.

2 6 )
田〔

,

澎。

(当 f〔万
。 时)

(当 f〔筋
。 时)

其中 。 是当 f〔才
。 时

,

方程 A
。
(万衬叨 = f 在 才

。
中的唯一解

.

将 算子 介作用于 (2
.

2 6) 式
,

有

劝+ sa , ’
(ktn + 灸的分势

+ 。
介Q刀(。(切。 十势) ; 万。 + : 二 )二 o (2

.

2 7 )

在这里考虑到 势C 左
。 ,

故 个且
。
(万二)吵= 劝

.

方程(2
.

5) 等价于方程组 (2
.

2 4 )和 (2
.

2 7 )
.

现在取非线性算子 夕
:
H x R x R 、H x R 如下

:

,

势+ : 二? ’
(万、 + o o a )少势、

一

。
分Q石(

。 (甲。 + 劝) ; 万。千 : 。 )
、

少 (p
,

a
,

￡) = 1 1 (2 2 8 )
、
口, ‘

(万。 + 夕: J )+ (P刀(。 (甲。 + 势) ; 石。 + : J )
, 甲。 )

于是 (2
.

2 7 )和 (2
.

2 4 )又等价于

贾 (劝
,

二
,

。)一 0

若取 二。
二 一 [ }

, ‘
(万、 )〕

一 ’

(P石(o ; 无二 )
, 沪。 。

)
,

这里 记 明, 。
= lim 沪。 ,

由

(2
.

2 9 )

(2
.

28 ) 式 显 然 有

歹(o
, 仃 。。

0) 二 0
.

此外
,

由(2
.

2 8) 见到歹对 势和 二 都是 F r亡ch et 连续可微的
,

夕在(O
,

a 。,

o )处对(沪
, a )的 F r 亡e li e t

’

导数为

I O

萝 : ,
, , , (”

, 口。 , 。)一气
。 : ,

(; , ) (2
.

3 0 )

女日果 : ‘
(万。 )今 o ,

则 歹了,
, 。 , (o

, J 。, 0 )存在有界逆算子
·

根据 B a n a c h 空 间中的隐函数

存在定理
‘。’,

在
: = o 的某个邻域 (一。 , , 。1

)FAJ 存在 a = 二 (: )
,

劝= 功(。 )〔
.

忍。使 得 a (o )二 a 。,

p(0 )二 0 ,

且有夕〔劝(
。)

, a (。)
, 。j二 0

.

二(。)和劝(: )对 。连续可微
.

当方
。的维数 k 。= 1 时

,

甲,
为刃

。的单位基向量
; 当 k。> 1 时

, 沪。 要由(2
.

22 )解出 (例如可用 N ew to n 图的技巧“ ’)
.

取 u = 。(切。 + 劝)
,

h = 万。 + : a ,

它们 当 !
。
}足够小时满足方程 F (u ; h )二 0

,

且有
u (o )= 0

,

h (o )万= 万。
.

特另11地
,

当h(e )在。= o的某个邻域内存在反函数时
,

非平凡解
u [ e (h ) ]在万

. 的某

个邻域内存在
,

它就是在 万。 处从基本解
。= o 分出去的静态分叉解

.

定理 2 证毕
.

三
、

稳定性的一般结果

为了研究非线性发展方程 (2
.

1) 的平衡解 (基本解或静态分叉解 ) U (劝 的运动稳定性
,
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假设在 t= 0 时刻有一个初始扰动 v0 〔H
,

然后考察受扰解 u( t ,

劝 随 时间的变化性态
.

如果

扰动很小
,

令 。一 。一 U
,

则 v( t ,

劝 的变化将近似地 由下面的线性化发展方程的初值问题给

出 (见 [ 6 ]
,

[ 7 〕)
:

佘
一“ : (U ; h) · (t > 仍 ”“H ,

(3
。

1 )

。
}
: _ 。
二。。 }

这就是一般在应用数学和力学文献中的线性化问题
.

我们利用线性算子半群的理论 (例如见

「8 」) 去研究无限维空间H 上的抽象线性初值问题 (3
.

1 )
.

通过计算得到
尸二(“ ; 人)甲垒A (h )卯

一{二
。(:一

,

二 (:卜。(X ) , * (: )己:

一

l
·

{二
““
{:
“’。; (:一

。一。 (· ))、。

]
, (劣 ) + 刀, (二 )

二艺沪一 (厂(人)一刀了)甲 (切〔万 ) (3
.

2 )

在前面关于函数 g 的假设下
,

类似引理 1 那样可以证明
,

如果 U (劝 是有 界 函 数
,

则 A (h)

是H 上的有界线性算子
.

因此 A (h) 是一个在H 上一致连续的有界线性算子半群 T (t ; h) 的无

穷小生成元
,

即 T (t ; h )= e x p [ tA (h )〕
,

且对任何 h 都有 lim }!T (t ; h)一 1 1}= 0
.

对于给定的h
召一) + 0

值
,

(3
.

1) 的解可写成
。 = T (t ; h )v

。
= e x p〔tA (h )」口

。

(t> 0 ) (3
.

3 )

v( t
, 二 )随时间变化的性态取决于 A (h) 的谱 a (月(h) )的性质

。

利用 (2
.

3) 式易知 A (h) 是 自伴

算子
,

其特征值是实数
.

定理 3 如果对于给定的 h 值有

拼= su P{R e几: 只〔a (A (h ))}< 0 (3
.

4 )

则对该 h 值
,

方程 (2
.

1) 的平衡解U (x) 是 (线性 ) 渐近稳定的
.

如果对于给定的 h值
,

A (h)

有某个特征值 刃关 > 0 ,

则对该 h 值
,

方程 (2
.

1) 的平衡解U (劝是不稳定的
.

事实上
,

因为 A (h) 是有界线性算子
,

故 T (t ;幻是一个解析的算子半群
.

如果 (3
.

4) 成

立
,

由仁8 〕可知 T (t ; ll) 是指数稳定的
,

即存在常数M
,

》1 和 v > 0 ,

使得

舫T (t ; h ) l}( M
l e x p [一 v t〕

, t> 0
.

由(3
.

3 )可知 ]]。 {{( !IT (t ; h) 1111。
。

!J( M
; e x p 「一 , t〕l}v

。

!{

从而 h m {vll 二 。
.

这表示此时平衡解 U (劝是线性渐近稳定的
.

忍一》 ‘沉

如果 A (h) 有某个特征值 刀 关> 0 ,

我们取 刀 关
对应的某个特征函数 岁 (}梦 }足够小 ) 作 为

初值
。。,

于是由(3
.

3) 得到此时
一

(3
.

1 )的解为

厂 (t
,
% ) ~ e x p〔t月 (h )」岁二 e x p L姓关t〕岁

由于刀
关 > 0 ,

对于任给的
。> O

,

总可找到
: > O 使得 ex p「效勺〕> 。

}岁 l
一 ’.

于 是 当 t> : 时 有

}!犷 }1=
e x p〔刀 各 : 〕}}笋 }}》 e x P[刀关 : 〕1}梦 }}> 。

这表明对于此 h 值
,

平衡解U (x )是不稳定的
.

特别地
,

对于基本解U (劝 三 。
,

这时 (3
.

2 )中的A (h)
,

Z
,
厂(h) 就成为上一节中的A

。
(h)

,

L 和 爪八)
,

如果{几。}(m 〔K )是线性算子 L 的全体非零特征值
,

并考 虑 到 。〔a( L ) (见引理
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3)
,

于是 刀
。
(/t) 的谱由特征仁I {侃 一以 h ) + 价 (1fl 〔K )

,
以及 刀一 i,( h) (特 征 值或连续谱点 )

组成
.

利用定理 3 ,

马上
一

可以得到
:

推论 对于基木解U (劝 三 0 ,

如果对给定的 h值有

召。= s u p {又
。;

一下(h) + 刀 (阴〔K )
,

刀一 , (h )}< o

则基本解是 (线性) 渐近稳定的
.

如果对给定灼 h值
,

A
。
(h) 至少有一个正特征值

,

则 基本

解不稳定
.

最后我们证明
,

在 万。 处从从本解分出去的周期静态分叉解对于在特征子 空 间 刀
.
中的

某些扰动来说
,

满足稳定性交换原则
.

为此
,

我们证明下面的结论
:

定理 4 在定理 2 的条件下
,

假设 F
:

H x R o H 是二阶 F r吮he t 连续可 微 的
.

令 u( 。 )

= 。((/, , + 功)〔去Z是在 无
。:

处从墓才、解分出去 r飞勺静态分叉解 (见(2
.

16 )式)
, 巴〔(一 。 , , 。,

)
, 0是

F 二(o
;
万。 )= L 一 几, z 的一个特征值

.

令 刀 (。)
,

汀(。)和 。 (。)
, 肠(: )分 另lj为 尸二(o ; h(。)) 和

户
’

二(。 (: )
;
h(。))的特征值和特征函数

,

即在 (一 。 ; , 。1 )内有

F 二(0 ;人(。))二 (: )二且 (。)切 (。) (3
.

5 )

尸二(u (。) ; h(。))反 (。)= 刀 (。)￡ (。) (3
.

6 )

它们还满足 切 (。)~ 甲。 + O (。) , 肠 (: )二甲。 + O (。)
,
刀(。)二 o (: )

,

万 (。)= O (。)
,

这里 取 h(e )

= 万。 + 。二(: ) (见 (2
.

1 7 )式)
.

此 外 还假 设 尹‘(万二 )斗。
,
厂

‘
(万。 )今 。 (分 另11见(2

.

5 )和 (3
.

2 )

式)
,

则有

一 1 (3 7 )
己己万

一刀
.

织

现在证明此定理
.

由 F 二(0 ; h(。))和F 二(
u (。) ; h(。))的表达式(2

.

6 )和 (3
.

2 )可知
,

若 。== 0

时的特征值 刀(o )= o ,

才(o)= o ,

但 , ‘
(万。 )今。

,
r

‘
(万二 )寺 。

,

则当 。
在 。的 某 个小邻域内

但
。钾 。时

,

特征值 刀 (。 )年。
,

万(。)寺 0
.

不妨仍记此邻域为(一。1 , 。 ;

)
.

注意到静态分叉解
。(。 )= 。(卿。 + 势(。 )) 存在

,

且有 h m 州。) ~ o (见 定 理 2 )
,

并考虑到
, 一) 0

田(“)= 甲。 + O (: )
, 。(。)= 甲。 + O (。)

,

故有
￡阴 (￡)= u (￡) + 己P (￡) (3

.

8 )

￡肠 (￡)二 u (。) + : q (巴 ) (3
.

9 )

其中 p (。)一O (。)
, q (。)= O (。)

.

由 B a n a o h 空间中的 T a y lo r
公式

〔“’及平衡态方程(2
.

5) 得到

0 = F仁u (。) ; h(。)〕

。
, _ , , 、 、 , 、 .

1 。
, ,

= 厂 二戈U声 ‘己) )u ‘￡) 十 2 厂 ;
·
气U ; n ‘￡) ) Lu 气己) J

一

十 0 钵
一

,

这里把二次型 F 艺
、

(0 ; h )(u
, u )简记作 F 优

。

(0 ; h) u 2 .

于是

。
, , _ , , 、 、 , 、 .

1 。
。 , ‘ , , 、 、 。 , 、 。 2 , _

2 、

厂 二又U , “气“ ) , “又“ , + 乏I’ 认
‘

LU ’“ 气“) ) L“、“ , J
一

= 。 L“ ) (3 1 0 )

将 (3
.

8 )代入 (3
.

5 )
,

有

F 厂(0 ; h(。) )仁u (。 )+ : P(。)〕= 刀 (s ) [ u (。) + 。P (e )〕 (3
.

1 1 )

把 (3
.

1 0 )代入 (3
.

1 1 )
,

并 令 u (。) = 。(甲。 + 笋 (。))
,

h(。)= 万二 + e a (。)
.

考 虑 到 当 。、0 时
,

刀(。)、o ,

沪(。)。 o ,
P(。)、 0 ,

保留最低阶项后有

￡刀(·)* 。

一二 : (。; ‘。 ), (·)一

普
F :

。

(。; ”. ) , : + ·(一)
(3

.

1 2 )
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取(3
.

1 2 )与 沪。 的ILJ 积
.

因为甲。〔万
二 = 牙 (F 厂(O ; 万。 )

L ,

故 (F 叮(o ; 万
”‘

)P(。)
, 甲。 )二 O 从而有

￡。(·)

一誓
(二 :

。

(o ; ‘。 )* :
, , 。 )+ 。(￡

2
)

(3
.

13 )

然后我们同样由方程 (2
.

5) (此时取 u 一 0) 及 T a y lor 公式得到

0 = F 仁0 ; h(。)〕

一 F : (。(·) ; “(。)) :一 (/ ) : +

;
F :

,

(· (。) ;“(·) )仁一 (·) :
“ + 0 (一 )

即

一F “(“(。) ; ”(·)) “(: ) +

杏
一

F 艺
。

(。(· , ; ‘(。, , 〔“‘·)」“一(·
“

,
(3

.

1 4 )

此外
,

将 (3
.

9) 代入 (3
.

6 )
,

得到
尸二(

。(。) ; 人(。)) [。(。)+ : 。(。)卜汀(: )〔。(。) + 。。(。)〕

类似 (3
.

1 3) 的推导
,

在保留最低阶项时有

(3
_

1 5 )

e
万 (。) = 乞 (F

2
艺

、

(0
;
万。 )切柔

, 切。 )+ o (。
2
) (3

.

16 )

由(3
.

1 3 )和 (3
.

1 6 )即得
,

.

才(约
1 1 1 11

一

J , 、

一> o 社 吸己 )
一 1

定理 4 证毕
.

由此可见
,

当 。
充分接近零

,

即 h充分接近 万二 时
,

才 (。)与 刀 (。)的符号相反
.

这表明基本解
u二 o 和周期静态分叉解 u( : )对于与 华。 成 正 比的小扰动的稳定性正好相反

,

即遵从稳定性交换原则
.

四
、

应 用 例 子

我们研究下面有指数型积分算子的非线性发展方程

匕:
一F (一 “, ‘·〔万

, ‘> 的
(4

.

1 )

其中参数 h〔R
+

二(· ; 、)“a

}二
“:
):

“ ’
“)二 p、一 〔‘占一 ,

2 + ‘。一“
,

/ , ,
2

」‘““+
一

刀· + 口

和

。一、、 a

{:
二 p〔一。

2

〕“”

显然
封一 。是(4

.

1) 的一个基本平衡解
.

仁1 〕
,

仁2 〕中曾研究过 (通
.

1) 的空间周期分叉解
,

在

这里用上面得到的一般结果作进一步研究
.

在本问题中
,

F r 己e h et 微商
〔“’
为

F 二(o ; h )切二〔L 一 (? (h )一刀)1 1甲 (甲〔万 ) (4
.

2 )

其 中

、一

长
二 p卜 ‘“一,

2

〕: ‘“, “‘
(4

.

3 )
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夕(h)= 斌万a (i 一 e x p 〔一h
Z

j)

L 是H 上的有界线性自伴紧算子
,

它叼谱由特征值

(4
.

4 )

几。= 甲 二 a e x p〔一二“m Z

/ z
“

〕 0
,

1
,

2
,

⋯ ) (4 5 )

和连续谱点 。组成
.

几
。

对应的特征函数是 p
。,

漏

(见 (2
.

1 0 )式 )
.

(m =

(栩
二 I

,

2
.

⋯ )对应的特征函数是 p貂和 劝留

由定理 1 可知分叉点 万必须满足

? (万)二刀+ 汽
。 (阴 = o

,

1
,

2
, ,

二 )

或

以酌 二刀

因此 万只可能是

; 。一

丫
一 ‘·

(
」

一
p卜

/ ’m “

/ ‘
“

卜 )
(m 一 o

,

‘
1

2
,

⋯’
(4

.

6 )
刀

.
。

耐一
、

斌

和

a

刀兀

澎

*
一丫

一 1·

(卜 ) (4
.

7 )

定理 2 给出了当瓜 笋 。时
,

(4
.

功 沟周期静态分又解
。(。)〔H 的存在性

,

这 是 因 为 丫‘(万耐

= 2斌 二 a 无。 e x p〔一虱 ,
,

故此l甘有
, 尹‘

(万动 午 0
.

「2 」用奇异摄动法求得了周期静态分叉解
,

对于 A
。
(h)二F 二(。

;
h )的谱

,

有

拼。= s“P{R e元: 兄〔J (刀
。
(h ))}

一丁口一“
一

而a (‘一 e X p〔一 h
Z

〕)
,

当 “< 0 时

·‘ 斌 二 a e x p [一 h
艺

」+ 刀
,

当 a > o 时
(4

.

8 )

由定理 3 的推论得知
,

如果 祥。

< o
,

贝J基本解是线匡渐近稳定的
; 如果 丙 > o ,

基 本 解不稳

定
.

由定理 4 还得到稳定性交换原则
,

这个结果与〔2 」根据最小位能原理得到的类 似 结 论

(即对于主部正比于 沪二 的小扰动
,

超临界分叉解是线性渐近稳定的
,

而 亚临界分叉解是不

稳定的 ) 是 一 致的
.
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th e n e e e s sa r y r o n d itio n a n d the s u ffieie n t e o n d itio n fo r th e e x is t e n e e

o f b ifu r o a t io n a r e s tu d ie d
r e sp e e t iv e ly

.

T h e s t a b ility o f the e q u ilib r iu m s o lu t io n s 15

a n a ly z e d b y th e m e tho d o f s e m ig r o u p s o f lin e a r o pe r a to r s
.

W e a ls o o b t a in th e p r in e ip le

o f e x e h a n g e o f s t a b ilit y in this e a se
.

A s a n e x e m p le o f a pP lie a t io n , a e o n e r e te r e su lt

fo r a sPe e ia l e a se w ith in te g r a l o Pe r a t o r s o f e x p o n e n t ia l ty pe 15 p r e s e n t e d
.


