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摘要:  在 Terzaghi一维固结理论假设基础上,研究分析了半透水边界的层状饱和土在变荷载作用

下有效应力比的变化规律# 利用 Laplace变换,得到了随时间任意变化荷载作用下的解答, 并结合

Laplace逆变换方法, 对几种常见变荷载作用下的情况进行了讨论, 得到了一些有益的结论# 通常

所研究的透水或不透水边界条件只是该文的特例# 和平均指标法相比, 该文所给方法计算的土体

有效应力变化规律更精确# 
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引   言

公路、贮油罐、堆场以及摆放振动机器的地基经常承受着变载的作用, 如何计算在变载作

用下的地基的沉降是一个需要解决的实际问题# 处理这种地基时, 常常在土层顶面铺上垫层

以加快其排水速度, 求解时,将该垫层作为透水边界# 然而当垫层透水性不良时,在紧紧相邻

的土层顶面形成半透水边界条件# 以往对问题进行研究时,往往都是针对单层均质土地基的

情况进行的,而实际上天然地基大多是由性状不一的层状土组成的# 

Terzaghi[ 1]建立了经典的一维固结理论# 之后, Schiffman[ 2]考虑了随时间呈线性增长的荷

载情况下问题的解, Wilson [ 3]等研究了矩形波形荷载下的饱和粘土一维固结问题, Alonso[ 4]等

分析了随机荷载作用下弹性粘土层的沉降, Baligh[ 5]对迭加原理对比作了非线性分析, 吴世

明[ 6]等推导了积分形式表达的任意荷载的一维固结方程的通解,谢康和[ 7]研究了多层地基在

简单变荷载作用下的固结问题,蔡袁强
[ 8]
等得到了成层饱和地基在周期荷载下有效应力的解

答, Pyrah
[ 9]
研究了成层土的固结问题, G. Zhu

[ 10]
研究了双层土在随深度变化的荷载下的固结问

题# Gray[ 11] , Schiffman[ 2] ,谢康和[ 12] ,王奎华[ 13]等对静载作用下半透水地基的固结问题进行了

研究# 但对于变荷载作用下半透水边界成层地基的固结问题还很少见诸文献# 因此本文对该
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问题进行了研究,利用Laplace 变换,得到时域内的通解,结合Laplace逆变换方法, 结合算例进

行讨论# 结果表明, 半透水条件下地基的应力增长规律和透水或不透水情况时明显的不同# 

1  固结方程及其通解

图1为本文拟求解的层状土在半透水边界条件下的固结问题计算模型# 图中, ki、Cvi、

Es i分别表示第i层饱和软粘土的渗透系数、固结系数和压缩模量# L t、Lb、k t、k b分别为上下卧

层的厚度和渗透系数, q ( t ) 为随时间而变化的外加荷载# 

图 1  地基模型计算简图

设地表荷载随时间变化, 其余采用 Terzaghi

一维固结理论中的假设, 成层地基的一维固结方

程可表示为:

  
5Ri ( z , t )

5t
= Cv i

52Ri ( z , t )

5z
2 , ( 1)

式中: Ri ( z , t ) 是第 i层土中深度z 处t时刻相对于

初始有效应力的有效应力增量(简称有效应力) ,

Cv i = ( ki @ E si ) / Cw,其中 Cw为水的密度# 

对式( 1)进行 Laplace变换可得:

  s Ri ( z , s ) - Ri ( z , 0) =

    Cv i
52
Ri ( z , s )

5z
2 , ( 2)

式中, Ri ( z , s) 是 Ri ( z , t ) 的Laplace变换象函数,

s 为Laplace 变换参数# 

对于双面半透水地基,问题的初值条件和边界条件为:

  Ri ( z , 0) = 0,   0 [ z [ hn , t = 0, ( 3)

  
5R1( z , t )

5z
+

R
hn

q ( t ) - R1( z , t ) = 0,   z = 0, t > 0, ( 4)

  
5Rn ( z , t )

5z
-

Rc
hn

q ( t ) - Rn ( z , t ) = 0,   z = hn , t > 0, ( 5)

上式中,

  R =
k t hn

k 1 L t
; Rc =

kb hn

kn L b
# 

式( 2)的解为:

  Ri ( z , s ) = R i 1e
B

i
z

+ R i2e
- B

i
z
, Bi =

s
Cv i

; ( 6)

层与层之间存在着以下的连续条件:

应力连续:

  Ri ( z , t ) | z= h
i
= Ri+ 1( z , t ) | z= h

i
; ( 7)

流量连续:

  
ki

Cw
5Ri

5z z= h
i

=
ki+ 1

Cw
5Ri+ 1

5z z= h
i

  ( i = 1, 2, ,, n - 1)# ( 8)

将( 4)、( 5)、( 7)、( 8)分别进行Laplace 变换有:
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5R1(0, s)

5z
+

R
hn

Q( s ) - R1(0, s ) = 0, ( 9)

  
5Rn ( hn , s)

5z
-

Rc
hn

Q( s ) - Rn( hn, s) = 0, ( 10)

  Ri ( z , s ) | z= h
i

= Ri+ 1( z , s ) | z= h
i
,

即    Ri 1e
B

i
h

i + R i2e
- B

i
h

i = R i+ 1, 1e
B

i+ 1
h

i + R i+ 1, 2e
- B

i+ 1
h

i, ( 11)

  ki Bi ( R i1e
B

i
h

i - R i2e
- B

i
h

i ) = ki+ 1Bi+ 1( R i+ 1, 1e
B

i+ 1
h

i - R i+ 1, 2e
- B

i+ 1
h

i) , ( 12)

其中 Q( s) 是 q ( t ) 的Laplace 变换函数# 由( 11)、( 12)式可得:

  Di+ 1 = M i Di , ( 13)

其中 Di 为第 i 层的应力解系数矩阵# 

  Di =
R i1

R i2
, Mi =

1
2

(1 + Ai ) e( B
i
- B

i+ 1
) h

i , (1- Ai ) e
- ( B

i
+ B

i+ 1
) h

i

(1 - Ai ) e
( B

i
+ B

i+ 1
) h

i , (1+ Ai ) e
- ( B

i
- B

i+ 1
) h

i

, ( 14)

其中 Ai = ( ki Bi ) / ( ki+ 1Bi+ 1) ;由( 13)递推可得:

  Di = �M i D1 , 其中 �M i = Mi- 1 M i- 2 , M1   ( i = 2, ,, n)# 

将( 6)代入( 9)、( 10)后化简可得以下式( 15)和( 16) :

  R11 1-
B1hn

R
+ R 12 1+

B1hn

R
= Q( s)

即    1 -
B1hn

R
, 1+

B1hn

R

R11

R12
= Q( s) ; ( 15)

  Rn1e
B

n
h

n 1+
Bnhn

Rc
+ Rn2e

- B
n
h

n 1-
Bnhn

Rc
= Q( s)

即    eBn
h

n 1 +
Bnhn

Rc
, e- B

n
h

n 1 -
Bnhn

Rc

Rn1

Rn2

= Q( s)# ( 16)

由( 16)可得:

  eBn
h

n 1 +
Bnhn

Rc
, e- B

n
h

n 1-
Bnhn

Rc
�M i D1 = Q( s)# ( 17)

令

  �Mn =
m11 m12

m21 m22
, 1-

B1hn

R
= G1, 1+

B1hn

R
= G2,

  eBn
h

n 1+
Bnhn

Rc
= G3, e- B

n
h

n 1-
Bnhn

Rc
= G4,

联立( 15)和( 17)可解得

  D1 =
R 11

R 12
=

- G2+ G3m 12+ G4m22

G1G4m 22+ G1G3m12- G2G3m11- G2G4m21
Q( s)

G1- G3m11 - G4m21

G1G4m 22+ G1G3m12- G2G3m11- G2G4m21
Q( s)

, ( 18)

由此可得各层应力的 Laplace变换解为:

  Ri ( z , s ) = e
B

i
z
, e

- B
i
z �M i Di # ( 19)

将式( 19)作Laplace逆变换:

  Ri ( z , t ) =
1
2PiQ

a+ i]

a- i]
Ri ( z , s ) e

st
ds ,   i = - 1# 

当 Ri ( z , t ) 的表达式比较复杂时, 解析解往往很难求得, 对于数值 Laplace 逆变换问题,
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Durbin [ 14]进行了深入而细致的研究# 在以下的的叙述中, 因为有效应力的解析表达式难以求

出,采用 Durbin所提出的数值 Laplace逆变换方法# 利用自编的程序, 结合算例, 讨论了各种参

数对土体中有效应力比变化 Resr( = Ri ( z , t ) / R0) 的影响# 

  图 2a  骤加恒载           图 2b  正弦波形荷载

图 2c  三角形荷载             图 2d 矩形荷载

2  常见的变荷载及 Laplace变换

2. 1  骤加恒载作用下的情况

所加荷载如图 2a所示,

  q ( t ) = R0,   t > 0, ( 20)

Laplace变换为:

  Q( s) =
R0
s

# ( 21)

当 R、Rc y ] 时,意味着此时是完全透水的边界条件,此时, G1 = G2 = 1, G3 = eBn
h

n , G4=

e- B
n
h

n# 单层地基时, Esi = Esi+ 1, ki = ki+ 1, 可知 Bi+ 1 = Bi ( i = 1, ,, n - 1) ,, 故而:

  Mi =
1 0

0 1
, �M i =

1 0

0 1
, D i = D1   ( i = 2, ,, n) ,

显而易见 m11 = m22 = 1, m 12 = m21 = 0# 设 hn = 2H , 可得:

  R( z , s ) =
eBz

1+ e2BH
+

e- Bz

1 + e- 2BH Q( s) =
chBz + chB( z - 2H )

1 + chB @ 2H
Q( s ) , ( 22)

经过 Laplace逆变换可得:

  R( z , t ) = R0 1+
4
P 6

]

n= 1

(- 1)
n

n
sin

nP
2 cos

z - H
2H nP exp -

Cv

4H
2n

2
P
2
t , ( 23)

  U( z , t ) = 1 +
4
P 6

]

n= 1

(- 1)
n

n
sin

nP
2
cos

z - H
2H

nP exp -
Cv

4H 2n
2P2t # ( 24)

整个土层的平均固结度为:

  �U( t) = 1- 6
]

m= 1

1

M
2exp(- M

2
T v) , M =

P
2

(2m + 1) , T v =
Cv t

4H 2# ( 25)
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可见,此情况下本文方法导出的解答与Terzaghi的理论解完全一致# 

2. 2  正弦波形荷载作用下的情况
所加荷载如图 2b所示,

  q ( t ) = R0(1 + sin Xt ) ,   t > 0, ( 26)

Laplace变换式为:

  Q( s) = R0
1
s

+
X

s
2

+ X2
# ( 27)

2. 3  三角形荷载作用下的情况

所加荷载如图 2c所示,

  q ( t ) =

R0
T

t ,   0 < t < T ,

R0
T

(2T - t) ,   T < t < 2T,

( 28)

  q ( t + 2T) = q( t ) ,

Laplace变换式为:

  Q( s) =
R0

Ts
2th

Ts
2 # ( 29)

2. 4  矩形荷载作用下的情况

所加荷载如图 2d所示

  q ( t ) =
R0,   0 < t < T,

0,   T < t < 2T ,
( 30)

  q ( t + 2T) = q( t ) ,

Laplace变换式为:

  Q( s) =
R0
2s

1 + th Ts
2

# ( 31)

3  算 例分 析

如图 1所示,某地基土层参数如下: h1 = 4 m, h2 = 10 m, L t = Lb = 0. 5 m, kt = 8 @ 10- 7

m/ s, kb = 8 @ 10- 7m/ s, k 1 = 7 @ 10- 9 m/ s, k2 = 3 @ 10- 9 m/ s, Es1 = 6 MPa, E s2 = 3MPa, T =

20 d# 讨论不同形式荷载下有效应力 Resr( = Ri ( z , t ) / R0) 的变化情况# 

对于多层地基, 以往经常采用平均指标法进行计算:

  �k =
6

n

i= 1
h i

6
n

i= 1

hi

ki

, E s =
6

n

i= 1
h i

6
n

i = 1

h i

Esi

# 

上述双层地基按平均指标法可计算得: �k = 3. 89 @ 10- 9 m/ s , E s = 3. 75 MPa# 

图 3和图4为在骤加恒载作用下, 双层地基采用平均指标法和本文所给方法计算所得的

在 z = 3. 5 m和 6. 5 m处的有效应力随时间增长的变化曲线# 由计算结果可以看出: z = 3. 5

m处,所计算土体处于第一层中, 用本文算法计算有效应力 Resr 的增长要快于采用平均指标法

的计算结果; z = 6. 5 m 处, 所计算土体处于第二层中, 本文算法计算有效应力的增长要慢于

采用平均指标法的计算结果# 但随着时间的推移,两种方法的计算值都逐渐趋向于某一相同
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  图 3 不同算法计算的 z = 3. 5 m        图 4 不同算法计算的 z = 6. 5 m

处的有效应力比 处的有效应力比

值# 主要原因在于:本文所考虑地基中的两点与半透水边界的距离相同, 计算有效应力 Resr

时,在其它土性参数都相同的情况下,模量( Es i ) 和渗透系数( ki ) 的大小决定了有效应力变化

的快慢# 平均指标法求得的Es (�k ) 比第一层土的 E s1( k1) 小, 而比第二层土的 Es2( k2) 大,于

是出现了如图 3和图 4的结果# 

  图 5 变荷载下 3. 5 m处有效          图 6 变荷载下 6. 5 m处有效

应力 Resr 变化曲线 应力 Resr 变化曲线

图5和图6表示的是双层地基中不同深度的两点 ( z = 3. 5m和6. 5 m) 处在不同波形的荷

载下有效应力比随时间的变化曲线# 可以看出两点 Resr的变化是明显不同的# 两点分别位

于土质参数不同的土层内,至排水边界的距离相等# 利用本文的方法可以准确地计算出在任

意时间地基中任意一点的 Resr# 地基中某一点的应力变化值与该点的Cv有关# Cv值越大,该

点的固结速度越快# 如图5、图6所示,在相同的矩形荷载下,在 z = 3. 5m处初次有效应力最

大值的出现时间明显早于 z = 6. 5m处的出现时间,其它类型的变荷载作用时也有相类似的结

论# 

图7和图 8表示的是在相同参数的正弦形荷载作用下不同渗透系数时地基中排水距离相

同的两点有效应力变化曲线# 可以看出,尽管有着相同的排水距离, 两点 Resr的变化明显不相

同, 垫层的渗透系数比较大时,土体中 Resr相对于外加荷载变化的滞后时间也变小# 还可以看

出:当上下垫层接近不排水时,土体的 Resr增长速度很慢,由于孔隙水的存在,其变化幅度几乎

为零,曲线退化为一条斜率近似为零的直线# 计算表明,当 R 和Rc值大于50时,可以处理为

透水地基,当 R 和Rc值小于 0. 02时, 可以处理为不透水地基# 由图可见,边界条件对地基中

Resr 的影响是很大的# 目前很多实际工程问题中的固结计算,一般都笼统地处理为透水边界
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或不透水边界, 但很多都是半透水边界的情况,应据边界的排水条件,相邻土层的渗透系数选

择合适的边界参数 R 和Rc, 按半透水边界处理更符合实际情况# 

) u ) k t = kb = 8 @ 10- 5m/ s; ) p ) k t = k b = 8 @ 10- 6 m/ s; ) w ) k t = kb = 8@ 10- 7m/ s;

) " ) k t = kb = 8 @ 10- 8m/ s; ) s ) k t = k b = 8 @ 10- 9 m/ s; ) + ) k t = kb = 8 @ 10- 10 m/ s;

) @ ) k t = kb = 8 @ 10- 11m/ s; ) X ) k t = kb = 8 @ 10- 12m/ s; ) - ) k t = kb = 8@ 10- 13 m/ s;

 图 7  不同渗透系数时 z= 3. 5 m         图 8 不同渗透系数时 z= 6. 5 m

处有效应力比变化曲线 处有效应力比变化曲线

以上是针对正弦荷载而言的, 对于文中所提及的其它周期荷载,也有相类似的规律, 在此

不一一赘述# 

4  结   论

1. 文中所给出的方法可以计算不同透水边界条件的任意多层地基在随时间变化的荷载

作用下 Resr 的变化情况# 只需求出其Laplace 变换式,结合自编程序,便可求解# 

2. 当边界条件不同时,计算所得的有效应力差别较大# 在实际工程计算中, 应根据土层

和垫层的具体情况, 确定边界条件究竟属于完全透水、半透水或者不透水, 从而得到更为准确

的结果# 

3. 在所有的荷载作用下,土体中的 Resr都最终趋向于一稳定值# 周期荷载作用下土体中

的 Resr 的变化有相对荷载滞后的现象# 土层的压缩模量和垫层的渗透系数越大,有效应力的

变化幅值也越大,相对外加荷载变化的滞后时间变短# 

4. 相对于平均指标法而言,本文所给方法可以更精确地计算地基土的应力变化 Resr# 
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One_Dimensional Consolidation of Layered Soils With

Impeded Boundaries Under Time_Dependent Loadings

CAI Yuan_qiang
1
,  LIANG Xu1, 2,  WU Shi_ming1

( 1. In stitute of Geotechn ica l Engineer in g , Zhejiang Un iv er sity ,

Han gzhou 310027, P . R . China ;

( 2. Hangzhou Con stru ction Comm ittee , Han gzhou 310027, P . R . China )

Abstract: On the basis of Terzaghi. s one_dimensional consolidation theory, the variation of effective

stress ratio in layered saturated soils with impeded boundaries under time_dependent loading was stud-

ied. By the method of Laplace transform, the solution was presented. Influences of different kinds of

cyclic loadings and impeded boundaries conditions were discussed. Through numerical inversion of

Laplace transform, useful illustrations were given considering several common time_dependent load-

ings. Pervious or impervious boundary condition is just the special case of the problem considered

here. Compared with average index method, the results from the method illustrated are more accu-

rate.

Key words: one_dimensional consolidation; impeded boundary; layered soil; time_dependent load-

ling; Laplace transform; effective stress ratio; average index method
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