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摘 要

本文对迁移理论中一类具扰动的 Ch a n d ra s e khar H
一

方程解 (在 C【o
,

l] 中)存在性和逼近问

题作了某些研究
.

本文结果改进和发展了引文【1~ 9」中的某些结果
.

一
、

引 论

在辐射和中子迁移理论中
,

下面的一类通常称为 C han
!

lras e k har H
一

方程的非线性积分

方程起着极为重要的作用
:

H “’一 ‘+ H “,

{:
t势(s〕

t+ s H (s )。, s
(1

.

1 )

关于上述方程解的存在性问题
,

在不 同的空间以及在不 同的假定下有不少人讨论过 (见〔1 ~

1 0〕)
。

本文的目的是在适当的条件下
,

讨论下面
一

类具扰动的C h a n d ras e k h a :
H

一

方程

H (, )一 1 + H (‘)

{;
K (‘

, ·), (·)H (·)d ·+

{;
p (‘

, ·,

H (‘,
,

H (·))d· (‘
·

2 )

在 C【O
, 1〕中正解的存在性问题

.

本文的结果改进和发展了引文〔1 ~ 9j 中的某些结果
.

二
、

预 备 知 识

以后我们用C「o
, l〕表 [o

, 1〕上一切实连续函数的Ba n a ch空间
,

其范数 卜}。定义为

}}u {}
e = m a x

}
u (t ) }

0 ‘ 心‘ 1

我们用C
+

[ o
, 1 ]表C [ 0 , 1〕中的非负函数的锥

,

并用俨 [ o
, 一〕

, 0 < a < 一表 [ o
,

z」上满足如

下条件的一切实连续函数所成的B a n ac h 空间
:

S U P
‘, . ‘ [ o , 1 ]

伊〔0
,

11 上的范数十 l
。“

按下式定义
:

!
u (t)一 。(s ) {

!t一
s
}
“ < 。

,
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:u 11。
a

= li
u lJ

。+ su p
‘ , . 〔 LO , 1 ]

}
u (t)一 u (s ) !
{t一

s
}
“

定义 1 设(X
,

d) 是一完备的度量空间
,

A是X 的任一有界集
.

我们称

夕: (A ) = inf 仕》 0 : A可被有限个直径 ( 。的集合复盖 }

为且的非紧性测度
.

如果 f是映X 中的有界集为X 的有界集的连续函数
,

若存在某一数 k曰 o
,

co )使得对一切有界集 月c X 有

飞, : (f(A ))成k丫x (A )

则称 f 为X 上的k
一

集压缩映象
.

特别当。( k< 1时
,

则称 f 为X 上的严格集压缩映象
.

引理 1 〔2 ’ 设 A是B a n ac h代数B 的子集
,

设T
:
A o B 是由下式定义的算子

:

T 戈= 戈。
+ K 戈L x

其中 介〔B
; L : A o B 满足 IL x 一L酬( b }】二一 u1l

,

V : , 夕〔A
,

而 b》o 是某一非负常数
, K :

A 、B 是紧算子
.

设
a = S u p llK 二 l,< oo

且a. b< 1
.

则T : A o B 是严格集压缩映象
.

引理 2 〔‘2 “ 设 {H
。

(t )}二
,

是c 〔。
, 1 丑中某一集合D 的任意一致有界的序列

,

若 存 在
a〔

(o
, z )

,

使得对每一
n二 1 , 2 ,

⋯
,

K H
。

(t)〔C
“

仁。
, z 卫

,

而且 {K H
。

(t) }泥
,

按 俨〔o
, z卫中

的范数为一致有界的
.

则K 是 D o C [ O
, 1」的紧算子

.

引理 3 〔‘” 设且是 B a n a o h 空间X 的有界闭凸集
,

T 是A o A 的严格集压缩映象
.

则 T 在

A 中有不动点
.

三
、

解 的 存 在 性 定 理

在本节中我们将假定方程(1
.

2) 中的函数劝
,

K
,
尸满足下面的条件

:

( I ) P
:

[ o
, 1 3 x 〔o

, 1〕x R
+ x R

+

。 尺
,

且

}P (t
, s , u , , 。 ,

)一P (t
, s , u : , 。 :

) 1毛 , ,

}
u ,
一 u Z

}+ 丫
2

{
。;
一 v Z

】

丫t , s〔[ 0
, l〕

,

。 , ” ‘

召 +

u ‘, v ‘〔R
+

}P (t
, s , u ,

“ 1 , 2

。) }‘
。

,

t,

, .曰‘
、

, .山

( I ) 叻(t)) 0 , t〔仁0
,

(班) 0( K (t
, s )( 1 ,

K (t
, s ) + K (s ,

且
{{

, (·)d·、 。(1

耸
: )

s )〔[ 0
,

1〕只 〔0
, 1 〕

t) = 1 ,

V (t
, s )〔「0

, 1〕x [ 0
, 1〕

a〔(0
, 1 )8眨

Ktzl一一
S二

.

‘

,-

!K(
.

s U P
ti

,

tZ
,
e c [ o , 1 1

定理 1 设函数 尸
,

K
,

刀一
{;

劝满足条件 ( I )一 (l )
.

令

叻(s )d s , 召= l+ 。

则对任意满足下之条件的占> 0和 r> 。:

~
、 。 一 。

一
。

l
, . 、

/
.

灭岁 ) o ‘

气 0 、 0 2 ,
占灭, , 十 v “, 久 1



迁移理论中一类具扰动的C h a

nd r as
e khar H

一

方程解的存在性定理

其中 d
,
= 孟

一

(, 一、 、、加 )
,

那
:

《 r
《脚

2 .

1
, ‘

.

0 2
= 百 ( 1 十 丫 1 一 4万群 ) ,

乙

(V )

在集刀百中存在方程 (1
.

2) 的解
,

其中

D 二= {H (t)〔D 。,

IIH !i。《 r }

而

D 。= {H (t)〔C
十

〔o
,

证 把方程(1
.

2) 写成下面的形式
:

K (才
, s )势(s )卫了(s )d s《 1一 6 }

户... .J

夕

门IJ,1

1 +

{
‘

H (t) =
-

-

一二
“

1 一

P (t
, s ,

H (t)
,

H (s ))d s

K (t
, s )劝(s )H (s )d s

一�恤.月

并引入算子T : T H = K H LH
,

其中K
,

L分别定义为
:

二
; r , , 、

1
八月 “ ) = 了1 二一一

- - - - -

‘一}
。

K ( ‘, “)叻( s ) H ( s ,“S

( ,

)

L H ( , ) 一 1 +

{:
p (‘, ￡,

H ( ‘) ,

H (· ) , d ‘
朴升 )

于是 ( 3
.

1 )
尸

可写成

H 二 T H ( 3
.

1 )

故求解方程 ( 1
.

2) 等价于求T 的不动点
.

另因D 二是 C
十

〔O
,

1] 中的非空闭凸集
,

由引理 3 只要

证 明T 是 D 二, D 二的严格集压缩映象
.

为此
,

我们先证K 是 D 二。 C〔0
,

l] 的紧算子
.

事实上
,

设 {H
,

}二
,

二D 言是任一序列
,

现定义 g
。

如下
:

g
。

( , ) == {
‘

兀 ( , , : ) , ( : )、
,

(。) 、。 , 。一 1 , 2 ,
⋯

S U P
t卜 t: 〔[ 0

,

1 ]

J 0

‘“
·
‘!今

工

鹭手
‘2” 《

{;
, :

,

,

: 、
.

1〕 }K ( t , , s ) 一兀 ( t
: , s ) 1

! t
,
一 tZ

}
“ 吵( s ) H

。

( s ) d s

( M
·

r
·

刀

其中

故有

M 垒
s u p

t i t :
、
s (

1
,

。
, , 、

。
,

。 . 。
l了

,

一 t,
l

a l八 “
, , s ) 一八 L ,

一2 , s ) {
U

.
I J

, ‘

二

i{K H
”

}}。
a

= }IK H
。

}}
。 + s u p

t :
,

t Z( 〔D
.

1〕

}K H
,

( t :
) 一K H

二

( t
Z ) }

}t
,
一 t:

!
“

(
孟

+

婆 S U P
t,

,

tZ( [0
,

1〕

IK ( t, , s ) 一
」
芍( t:

, s ) }
}t

,
一 t:

}
“ 功( s )H

。

( s ) d s

衬
十

漆M.
r

·

刀

故由引理 2知K 是D 二, C〔o
,

1〕的紧算子
,

且有

S U p

H口二

。

。
r ; :

, 1
!!八 17 卜、刁 ( 3

.

2 )
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现考察算子L
.

由条件 ( I )知

OLH
: 一LH

:

11
。= m a x

0 《 心‘ 1{{:
〔p (‘

,

一H
!

(‘)
,

H
l
‘·, , 一 p “

, ￡ ,

H
Z“ ,

,

H
Z

‘·, , , d‘

( (, :
+ 丫

:
) }}H

,
一H

Z

}!。
,

丫H
, ,

H
Z
〔D

故L是D 二。C [o
, 2 1上的L ip se h it z算子

.

下证当H〔D ;时
,

T H 〔D 二
,

即要证当H 〔D 二时
,

有

(3
.

3 ) ,

「1 +
{
‘
尸(:

, 。 ,

。 (: )
,

。 (。))、“ )
( 1 ) } K (t

, “)势(‘) ! 一罕
, -

一
_ 一

! d
s《 1一 d

t ‘一 {
。

K (“
, u )沪(u )厅(u )d u

」

( 2 ) llT仃 }1
。( r

现证 ( 1 )式成立
.

设相反
,

有

「
1 +

仁
K (t

, “)势(s ) !
一‘

l
t l一)

P (s , u ,

H (s )
,

H (。))d u

K (s
, u )劝(u )H (u )d u

0

ds > 1一 d (3
.

3 )

但 因上式左端

, 1 f
l , ,

、 、 , J . 、 ,
一 1 。

气 占)
。八 戈‘

, “’, L“’又l 十 “’““气 乙拼p (3
.

4 )

由(3
.

3 )和(3
.

4 )得召刀> 己一占
2 ,

即

占
2
一 占+ 拜刀> 0

由条件( I )(3
.

5 )的判别式A = 1 一 4 1谓) 0 ,

(3
.

5 )

、
一

州夸孙
“ * 。<

。、

;
’

故应有

1一斌1 一 4拼刀
2

,

当八> 0时

当A = O时

这与关于 占的假设条件相矛盾
.

由此矛盾知(1) 成立
.

下证(2) 式成立
, 设相反有

IT H I。> r

但因

(3
.

6 )

1

1 +

{
IT H {}。” m a x

一 “

0毛“ 1 1 一

, 《 ,

岑 (3
.

7 )

故由(3
.

6 )和 (3
.

7 )得知z + 。> r一户
2 ,

户
2 一 r十拼> o

故应有

P (t
, s ,

H (t)
,

H (s))d s

.

1

K (s
,

t)劝(s )H (s )d s

0

且}]

(3
.

8 )

·< ‘一“
;万

‘脚 或
·> 1十 斌1 一 4刀拼

2刀
当△二 1一 4加> 0时

r奔
1

2夕
’ 当么= 1 一 4伽 = 0时

这又与定理关于
r 的假定相矛盾

.

由此矛盾得知 (2) 式成立
.

因而得证 T是D 石”D 二的映象
.

于是 由(3
,

2 ) , (3
,

3 )
‘ ,

条件 (丁)及引理 1 知T 是刀二”D 二的严格集压缩映象
.

由引理3知T 在



迁移理论中一类具扰动的C ha
n d r a se k h a rH

一

方程解的存在性定理

D 石中存在不动点H
* (t )

,

而且该不动点H
,

(t)〔D 二即是方程 (2
.

2 )在C
十

[ o , 1〕中的非负解
.

定理证毕
。

四
、

解 的 逼 近

定理 2 设函数尸
,

K
,

劝满足前节中的条件 ( 1 )
,

( I )
,

( l )
.

再设函数尸(t
, s , u ,

v)

关于
u , v 是不减的

,

并且满足条件

{;
〔K (‘

, ·
, , (·, + p “

,

一 ‘
,

‘, 〕d ·> ”,

V ‘〔〔。
, ‘〕

(4
.

1 )

设H
。

(t )= 1 ,

并定义

H
。 + ;

= T H
。 , n = 0

,

1
,

2
,

⋯ (4
.

2 )

则序列{H
。

}二
。

二D 二一致收敛于方程(l
.

2 )的其一解H
, (t )创〕二

,

其中 占和
r分别满足定理 1

中的条件 (万)和条件(V )
.

证 易于证明H
。
(t) 〔D 互

.

但由定理 1 的证明过程得知T 是D 石。D 二的严格集压缩映象
.

因而 有A = {H
,

}二
。

二D 百
,

而且存在数k创。,

l)
,

使得

丫。(T (A ))《k丫。 (月 ) (4
.

3 )

其中下
。
表C〔o

,

1] 上的非紧性测度
.

另因A 二 {H
。

}U T (A )
,

而且有

下。(A ) = m a x {下。({H
。

})
, 甘。(T (翅 ))}= v。(T (A )) (4

.

4 )

由(4
.

: )私 (;
.

; )目得 : 。 (月 )二 。, 即 刀是 D ; 中的一相对紧集
.

故存 在 {H
,

}二
。

中某一子列

王11
。,

}一致收敛于某一点H
, (t )〔D 石

.

下证整个序列{H
,

}在D 石中一致收敛于 H
, .

为此
,

我

们只要证明

H
。 + ,

》H
, , n = O , z , 2 ,

⋯ (4
.

5 )

即可
.

事实上
,

当 n 二

1 +

{:
故有

O时
,

P (t
,

由(4
.

1 )有

一 1 , 1 )d ·) 1一

!;
K (‘

, ·) , (‘)d
‘;

H
:

(t)= T H
。

(t )=
-

1 +

};
p (‘

,

一 ‘
,

‘, d ·

》 1 ===
.

万
。

(t)

故 (4
.

5) 对
n = O成立

.

现设 (4
.

5) 对
n

H
,

> H
, 一 :

K (t
, s )功(s )d :

,

即有

口、、JJ、1

一成

(4
.

6 )

下证(4
.

5 )对
n + 1也成立 (H

, + :

> H
。

)
.

事实上
,

因

1 +
{
‘

T H
,

= H
, 十 1

= 一一
义。

1一

P (t
, s ,

H
。
(t) ,

H
。

(s ))d s

{:
K “

, ·
,“

·
, H

·

‘·’“·

P (矛
, s ,

H
,

(t)
,

H
。

(s)) d s
子

l
一

十一
,l
一

r
.
龟

J.

一
J.二

H
, , ;
一H

。
=

1 +

{:
p (,

, 3 ,

H 一“,
,

H一‘·, , d ·

K (t
, s )叻(s )H

。

(s )d s ‘一
‘

{
。

K (‘
, ‘)劝(‘)H 一

‘(‘)d “

N
一 E (4

.

7 )
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其中

E 一 (1 一

{;
K (,

, ·)、(·)厅
·

(·)d 名)(1 一

{{
K (‘

, ·, , (￡)H 一 (·, d·,
(4

.

8 )

N 一

{;
〔p (‘

, ￡ ,

H
·

(‘,
,

H
·

(·, , 一 p “
,

一 H 一“,
,

H一‘·, , Jd·

+

!:
K (矛

, ·), (·, 「H
·

‘·, 一H 一‘·, 〕d ·

一

!;
尸(才

, · ,

H
·

(, )
,

H
·

(·))“二

!:
K (‘

, ￡, , ‘
·, H 一‘·, d·

+

{;
p (‘

, S ,

H
, 一 1

(, )
,

H 一
,
(·, )d二

}:
K (‘

, S , , ‘·, H
·

(￡, d ￡

(4
.

9 )

因H
。

(t )
,

H
。 一 :

(t )〔D ;
,

故 E > 。
.

另外
,

直接计算表明
,

(4
.

9) 中的N 又可写成为
:

N 一

(
1 +

{:
p (,

, · ,

H 一
t
(‘)

,

H 一 (·))“￡

)
·

{:
K (‘

,

·, , (·, 「H
·

(·, 一H 一‘·, 〕d ·

+

(
1 一

{:
K (,

, S ), (·)H 一 (·)d ·

)
·

!;
〔p (‘

,

一 H
·

“ ,
,

H
·

‘·, ,

一 P (t
, s ,

H
, 一 ,

(t)
,

H
, 一 ,

(s ))〕d s

由尸的单调性假设
,

及归纳法的假定
,

(4
.

1 0) 式右端第二项非负
.

又因

(4
.

1 0 )

H
,

》H
, _ 1

) ⋯》H
。
~ 1

其中

故得

P (t
, s ,

H
。 _ l

(t )
,

H
。 一 ,

(s )) d s

�‘.I
J

十
‘.工

K ( t
, s )劝( s )H

。 一 1

( s ) d s

! ( S ) ) d ·》 1 一

{;
K (‘

, ·) , (·) H 一 (·) d ·> “> ”

r‘厄,厄J刀

一H

H
。( t ) =

1 +

{;
p ( ‘

,

一 H 一 “,
,

因而 ( 4
.

1 0) 式右端第一项也是非负的
.

故由 ( 4
.

7) 有

H
。 + :

> H
。

从而 {H
·

}二
。
在D ;中一致收敛于H

,

( ‘)〔D ;
·

现于下式两端让
n

, oo
:

1 + {
’

H
, 十 , ( t ) =

“ “

1 一

P ( t
, s ,

H
。

( t )
,

H
。( s ) ) d s

{;
K “

, ·,“ ·, H
·

‘·’“·

即得

H 撼 ( t ) =

1 +

{;
p ( ‘

, ￡ ,

H
· ( ‘,

,

H ·‘￡, , d
·

1一

!:
K ( ‘

, ·
, , ‘·, H ·‘·,“吕

故H 抓 t) 是方程 ( 1
.

2) 在 D 二中的非负解
.

证毕
.

注 本文的定理 1和定理2改进和发展了引文〔1、幻中的许多重要的结果
.
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Abstra e t

In th is Pa Pe r ,

th e e x is te n e e a n d a PPr o x im a tio n th e o r e n i s o f p o s it iv e so lu t io n s in

s p a e e C〔o
,

13 fo r a e la ss o f C h a n d r a s e k h a r H
一 e q u a t io n s w ith p e r tu rb a t io n in t r a n s -

p o r t t h e o r y a r e p r o v e d
、

T h e r e s u lts Pr e s e n t e d in this Pa Pe r im Pr o v e a n d e x t e n d so m e

r e e e n t r e s u lts in [ 1、9 ]
.


