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摘 要

本文讨论高阶导数项含小参数
。
的二阶常微分方程的周期边界问题

.

证明了文【月差分格 式具

有O (h) 一致收敛阶
.

一
、

引 言

近年来
,

在高阶导数项含小参数
。的二阶常微分方程的第一和第三边值问题的数 值 解法

有了充分的研究
.

而目前对周期边值问题的研究较少见
,

这个问题主要困难在于边界层附近

边界条件中一阶导数难处理
.

A
.

A
.

n e qe HK
o
Ha 在文〔1 」中构造了一个差分格式

,

利用古典和非古典的估 计 方 法
,

证

明了格式达 。(、去) 一致收敛阶
.

本文利用分离解的奇性项的方法
,

再结合问 题 的 渐 近 展

开
,

证明了文〔1 1格式达O (h) 一致收敛阶
.

二
、

微 分 方 程的 一 些 性 质

讨论如下周期边值问题的奇异摄动
:

{
L u (二)二 。。 “

(x ) + a (、)u 户
(x )一 b(, )u (x ) = f (二 )

,

u (0 )= u (l)

z“三 。 ‘ (1卜
u , (o ) = C

巴

x 〔(0
,

1 ) (2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

其中小参数。<
。《 1 ,

而。(劝
,

b (x )
,

f (x )是以 1为周期的充分光滑的函数
,

b (, )> a > Za 。

> o
, x 〔[o

,

1 ]
,

这里A
, a , a 。,

C为给定的常数
.

下面讨论方程(2
.

1) 一(2
.

3) 的一 些性质
.

引理 2
.

1 若条件L u《o , 。(0 )= u (1 )和Iu ) o成立
,

则
u (x )) 0

, 、( [o
,

证 因方程系数在【0
,

1〕上充分光滑
,

所以解
。(劝 (e [0

,

l〕
.

(一 ) 若 u (0 ) == u (1 )< 0
。

由条件lu = u ,

(1 )一 u 产
(O)> o推出

:

要么了 (l )》 0 ,

要么u 尹
(0 )( 0

.

且满足 A》a( 劝
,

.

林宗池推荐
.
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1
。

如果是u 尸
(1 )》 0成立

,

且 u (二)在、 = 1小邻域上升
,

再据
u (0 )= u (1 )< o ,

故
:‘(二 )必在

某点x 。

(丸〔(。, 1 ”取到负极小值
,

这样L。 (二
。
)> o ,

与引理条件矛盾
.

2
‘

如果是
“’(o)《o成立

,

且
u (二)在二= 0小邻域下降

,

再从
u (0 ) == u (1 )< o知u (, )在 (o

,

1) 中某点xl 〔(o
,

1) 取负极小值
,

这样L。(二
:

)> 0 , 与引理条件矛盾
.

3
。

女日果是u 尹
(0 )= o , u ‘

(1 )一 。
,

且在、 = o小邻域内
u (x )上升

,

而在二一 1小邻域 内
u (, )

下降
.

2比时由u (二)〔C
Z

[ o , 1〕知、= 0小邻域内
““(二 )> 0 ,

而 u 产(二)充分小
,

这样在此 小 邻 域

内L “(二 )> O ,

与引理条件矛盾
.

故在引理条件下
,

u( 0) = u( 1) < O是不可能的
,

而只能是
:

(二 ) u (0 )= u (1 )> 0

此时“(、)在(o
,

z )不可能有负值
,

否则将与L u( o矛盾
,

所以 u (、)) o , 二〔[ o
,

z 〕
.

引理 2
.

2 如果 {(L , )
‘、

!( B { 1 + 。一 ‘一 ‘e x p「一 a 二
/ 2 0 3}且 , (0 )一夕(z )和 11夕l戒 {C ! /

。 ,

则:

}, (‘, (0 ) !( M
。一 ‘ (i= 0

,

1
,

2
,

⋯ )

其中B ,
M 是与

。无关的正常数
,

在不同的不等式中M 的值可以不一样
,

下同
.

证 用数学归纳法
.

1
’

当 f一 0时
:

令闸函数 中 (x )= h
oe x p〔一 a 、

/ Z
e〕+ k

; 、+ 壳
2

选取
: 掩

。

一 {
2 1C I

a 〔一
e x p [一 a

/ 2
。〕」

4

粤飞
a 一

J

“
:
一

!卜一
p

卜鑫」」
“
。 ,

“
2

- 月寿
, + B

则有
:

L〔少(况)士, (x )〕( 0 ,
中 (o )士夕(O) = 巾(l)士, (l)

,
l(小士夕)异。

利用引理 2
.

1推出

!召(
, ) }成M

, 二〔[ o
,

1〕

当‘二 1时
,

方程 (2
.

1) 可整理成
:

(2
_

4 )

(2
.

5 )

其中

e夕“(x ) + a (x )夕
产
(% )一 h(% )

‘“‘· , ’镇 M{
‘+ 已

一
p

卜彗言l}
求解(2

,

5 )得
:

。(X )一

{:
·:

(‘)d‘+ C
l + C

Z

!:
二 p〔一F “, 〕“‘

二
〔‘0

,

‘,
(2

.

6 )

这里
F (· ) 一

{:
·(‘)￡一 d‘

一 (X ) 一

{:
”(‘,

一
p 「F “, 一 F ‘! , 〕d ‘

, ·〔‘。
,

‘,

常数C
工 ,

C
:

由边值条件确定
.

易见

和

{:
,一“, ’“‘成M

{;
二 p〔一“‘·’〕“·》M “
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由(2
.

6 )
,

。(1 )一

!;
一 (‘)d ‘+ C

l
+ C

Z

{:
二 p 〔一F (‘)〕d ‘

(2
.

7 )

夕(0 )= C
,

和 少 (O)二C
Z

所以从(2
.

4) 和(2
.

7) 推出
:

!夕
‘

(0 ) }= !C
Z

】( M
。一 ‘

2
。

设当‘( 。时
,

引理结论成立
,

即

1夕
‘J , (o) }( M

。一夕 (j= 0
,

1
,

2
,

⋯
,

m ;。) 2 )

对方程 (2
.

1) 两边求m 一 1次导数
:

。夕( , + ‘)(x )= h。(劣 )
, x 〔(o

,

l )

其中 h。(, ) ~ 云 C , (, )夕‘, ’(, )

j 一 0

C
,
(劝 (j 一 。

,

1
,

2
,

⋯
,

耐 为光滑函数
.

由归纳法假设 }h。 (0 )l 《M
e 一 , ,

再由方 程 解 的 可 微

性
:

l“(fn ‘ ”‘O’t一怂 {“‘““ , “ , 1一】Lm0 !
“一 ’h。‘“ , ]( M

“一 “ 一 ‘

引理 2
.

2得证
.

引理 2
.

3 在 引理 2
.

2条件下
,

有
:

I夕“’(、 ) I( M {1 + 。一 ‘e x p [一 a 。。一 ‘x 〕} (f= o
,

1
,

2
,

⋯ )

证 与引理 2
.

2类似
,

容易由数学归纳法得到证明
.

下面为了误差估计方便
,

把方程 (2
.

1) 一 (2
.

3 )的解的奇异项分离出来
.

引理 2
.

4 方程(2
.

1 )一 (2
.

3 )的解
u (“ )满足

:

“ (% )= 2
.

v (义 ) + z (t) (2
.

8 )

其 「:1 一}、 ,‘
, · (、)

一
p

}一
(。)

及

一
(/ ) .、M {

1 + 己

一
p

}
- a

了
_

}}
“一 0

,

‘
,

2
, ”

‘

’

证 令 r = 一。u 产

(0 )/
a (0 )和 z (“ )= u (‘ )一 r y (“)

从引理 2
.

2和引理 2
.

3 知
:

而

不五‘
““‘” 一“‘“’

、 z ‘
(0 ) = o

,

{
z ‘

(1 ) l《材

, g “’‘/ , , ( M
{
‘+ 一卜

1

二 p

「
-

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

口o x

艺 1}
“一 “

1

‘
,

2 ”
. ’

(f= 0
,

1
,

2
,

⋯ )
、Lr
,l.r...1

对 (2
.

9 )
,

(2
.

1 0 )利用 K e llo g g 〔‘’结论
,

推出
:

一
(X ) }、M {

1 +

一
p

卜智
兰

三
、

差 分 格 式 及 其 性 质

对(2
.

1) 一 (2
.

3)
,

为了构造一致收敛的差分格式
,

必须对边界条件进行特殊处理
.

构造

如下差分格式
:
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L 几夕, 二 。a jD
十
D

_

, , + a (二 j )D
。, j一 b (二 , )夕, ~ f

,

夕。= g 刀

, 、* , 三”‘
录
“

一
‘

·

“1

下
”。一

牡

本 括

(j“ l
,

2
,

⋯
,

N 一 1 ) (3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

其中
: x , 二j

·

h
,
人= 1 /N

,

j= 0
,

1
,

2
,

⋯
,

N

n l
, 、

。 。 1
,

L,
。夕了= 2八又, , + 1

一夕J一 ‘)
,

口
+

刀习 夕二八
Z L, 了+ l

一翔
j + 夕了

一 ‘,

,

a , 一 a

犷一
‘h

(丫)
人

l￡

一一P

以上为方便起见
,

记a (二 , )= a , ,
b (二 , )= b ,

等等
.

(3
.

3 )中才的选择应使边界层函数 (c /a
。
) e二 p〔一 。。

对
。〕满足 (3

.

3) 的主要项
,

所以取
:

才
口oP

1一 e x P[ 一 a oP〕
(3

.

4 )

引理 3
.

1 若L
五, ‘

镇 0 , 夕。二 v二 ,
l几夕

:

》0 , 则
: 夕‘) 0 (i= o

,

l
,

2
,

⋯
,

N )

证 因为
:

翠
‘ +

;又)
。‘

一(
2

箭
‘ + “

‘

)
。‘+

(翠
‘ a ‘ 丫

2h 尸
‘一 ‘

.

口了.、

三功
hL

其系数满足
:

粉
+

;扮
”,

翠
‘

;又沁
2

护十“‘>
(节

+

众)
+

岸 一;认

再由条件夕
。
= 梦N ,

护功》 O易证引理结论
.

、七f少飞!
J_

. _ ~ _ ‘ 、 , , r ‘ . 一 n 「
_

.

1
, l埋‘

.

2 伐 I“
‘’

“‘}气 ”飞
l + m a又(人

, 。) e x p
口。劣‘

占

、矛、、.J.、、卢只d八0tl

⋯
几J八jnJ‘护、.尹‘、Jf、

且 夕。= 夕二
,

!l
几互‘{( {C ! /

e ,

则当0 < h( h
。

时
,

有
:

,夕
,
j( M { B + JC !} (i= o

,

1
,

2
,

⋯
,

N )

其中h
。

为小正常数
.

证 在下面讨论中经常利用以下几个不等式
:

M
, t《 sh (t)《M

: t
,

t〔〔0
,

M ]

M
、e x p [ t」(

sh (t)成M
Z e x p仁t l

,

t〔[M
,

+ oo )

It
·

e o th (t)一 1 }成
M tZ

1 + t
’

t〔[0
,

+ co )

5 11 (t) = t+ s

}
s
}( M }t {

3
(l + t‘)

一 ‘e x p〔It !〕

1( 才( 1 + 对户

巾
‘
二 k

oe x p [一 a ox ‘
/
。〕+ 九, % ‘+ k

:

(3
.

8 )

而

(3
.

9 )

令闸函数

取
f 1C I B 丫

左。= m a X 嘴
’

、矛
,

丽 卜
,
探‘= 以 一 e X PL一 a 。/ 己JJ尺。

, 尺2
=

卜

‘ J以 i以 试

B + A k
,

当0< h《h。时
,

有
:

L几(巾‘士y ‘)《o
,

少
。

士y。= 少, 士夕,
,

I‘(少‘
士夕

‘)》o
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利用引理3
.

1推出
:

ly
‘
!《 I少

,
}( M {B + IC I} (泣== 0

,

1
,

2
,

⋯
,

N ) (3
.

1 0 )

四
、

误 差 估 计

4
.

1 在这段假定h《。.

设。‘, : ‘
分别是

。(x ‘)
, : (二‘) 的数值解

,

其中 以x)
,

z( 劝 由 (2
.

8) 确定
.

因此差分格式

(3
.

1 )一 (3
.

3 ) 的解夕
‘

可表示为
: g ‘== r。‘+ z ‘,

i== o
,

1
,

2
,

⋯
,

N
,

且

L 几(r 。
。
+ z 。)三L 几〔r 。(二‘)+ : (二‘) ] == f

‘

(r : 二 + : 二 )一 (r y 。+ z 。
)= [ r . (戈二 ) + z (% 二 )〕一 [ r y (x

。

)+ z (戈
。

)〕

‘”‘一 + 一 , 二‘〔二 (二 ‘) + ·(X ‘)〕一

号

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

利用引理3
.

1估计 },
‘
一 , (“

.

) }
,

这里g ‘为(4
.

1 )~ (4
.

3 )的解
,

而 g (“ )为 (2
.

1 )~ (2
.

3 )的

解
.

从定义
: g 。一 夕(x

。

)= y万一 夕(戈刀)

l几〔y ‘一夕(, ‘)〕== l几[ r 。‘+ : ‘一 r y (戈‘)一 z (戈‘)〕

(4
.

4 )

v (二) = e x p〔一 a 。二
/
。〕代入上式

、

z (%
,

)一 z (x o )
h

一

牡一
‘、仁r 。‘“ 。, + ““ 。

, 〕

并利用中值定理和T a ylo r展开
:

= 艺 产(0
:

)

不口
z (%

,

)一 z (x
。
)

h
= 之 产

(x
。
)+ hZ “

(0
2
)

, x o

《0
, ,

0 2( x l

由引理 2
.

4 :

.
: ,

(二) }( 、
,

⋯ (x ) .《
譬

reeeseeL厂l.L

故
:

lh [ 夕
。
一 夕(二

‘

)] =
C

己

r y 产
(x 万 ) + r

一

号
一

l冬
+ 。

(韵

愁
+ 一 (! 二卜一 (戈

。

) + O
(誊)

一。

(:) (4
.

5 )

令 “ = L 几[。, 一。(“‘)〕公
r : ‘
夺

, + : ‘
圣

,

而 r ‘
l
’== (L 一L h ) v (二‘)

, : ‘
圣

, = (L 一L 几) z (, ‘)

: ‘
l
’的估计

.

因 v (二 )== e x p〔一 a o x ‘

/
。〕

(L 一L 几). (x ‘)二
Za ‘sh (a op / 2 )sh [ (a ‘一 a 。)p / 2 ] + (a

。
一 a ‘)p sh (a ‘p / 2 )

- -

-
- - -

一 耐砍山可幻

—一
口(x ‘) (4

.

6 )

由(3
.

8 )式
:

Sh

(鲁
p

)
一

警
p + 一 ,一 ,、丝忙荞概

Z幻
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外
2

代入(4
.

6)
,

:

;
‘’

I‘

“。 p

)
一 少万任

。、 + 一
,

}一 !、

矛冷
f e·p 〔M / ‘。〕

)
一

飞
、+ ‘。 ,

}·
。

.、。(

黑
。二 p

{七
。

」

.(L 一 L
·
)·(一)}、

:

撒
二p 仁M一。: 二 (一 )

2P

2..、
,

Z‘‘、

取充分小 h
: ,

当o < h( h
,

时
,

有
:

一 a 。+ a 。
+ M 人( 一 b

。

b 。
为大于零的常数

.

: ‘
:
)
, 、

。

撒
)

e x p〔一 b
。二 ‘/ 。〕e x p正一 a o x ,

/ 。〕

M h
Z

己(h + ￡)

e x p〔一 a 。二 ‘
/
。卫 (f= 1

,

2
,

⋯
,

N 一 1 ) (4
_

7 )

(i i) 代
)的估计

.

由K e llo g g [ 4〕引理3
.

3
,

义 ‘+ l

: (
l

)

}钊 L : (、‘)一 L 几之 (、
‘
)} ( M {。 {z (3 、

(t)} + { z “
(t)} }d t (4

.

8 )

戈‘一 l

把 : “ , (x )的估计代入 (4
.

8 )
,

. : (
;

)

!、M
{
劣‘+ 1

义‘一 1

万
。+ 。一 ‘e 二。

卜
a 。‘

1
+ ;
飞、

,

忆 { 艺 」 )

( M { h + h。 + sh (a
。户)e x p [一 a o x ,

/
e ] }

因假定户~ h / 。镇 1 ,

故由(3
.

5 )
,

1 : ‘
l
’l( M h{ 1 + 。一 ’e x p仁一 a 。“‘

/
“〕}

这样

}
r ‘

}( }
r
】

·

}: (
{
’}+ }

r ‘
l

,
{《M h凌一+ e 一 ’e x p仁一 a o x ‘

/ 。〕}

对 (4
.

4 )
,

(4
.

5 )
,

(4
.

9 )利用引理3
.

2 ,
得如下定理

.

定理 4
.

1 设 g ‘是 (3
.

1 )~ (3
.

3 )的解
,

夕(x ) 是 (2
.

1 )一 (2
.

3 ) 的解
.

m in (h
。 ,

h
:
)成立

,

则

{梦
‘一梦(x

‘
) !( M h (i一 。

,

1
,

2
,

⋯
,

N )

4
.

2 这段假设h》 e .

易证如下引理
.

引理 4
.

2 夕(, )为(2
.

1 )一 (2
.

3 )的解
,

则
:

夕(义)= 叻
。

(% )+ v 。

(% ) + 砰 (戈)

(4
.

9 )

若h( 。且 h( h
。
=

(4
.

1 0 )

其中
:

而叻
。
(二)满足

:

W (· )一O (·)
, ·。(· )一

复
二 p 〔

一
/
·〕

{
a (二)呐‘(二 )一 b(x )劝

。

(二 )= f(
, )

劝
。

(1 )一叻
。

(0 ) == . 。(0 )一 口。(1 )

(4 1 1 )

(4
.

1 2 )
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且当。(x) , b(劝充分光滑时
,

函数沪
。

(劝亦是充分光滑的
.

令 砰
‘
= g ‘

一势
。
(, ‘

)一 。0

(x
‘
)

y‘为差分格式的解
.

引理 4
.

3 若h) 。
且h( h

l ,

则

l附
‘
1簇M (h + 。) (i= 0

,

1
,

2
,

⋯
,

N )

其中h
,

为给定充分小的正数
.

证 W
N 一W

。
一 0

(4
.

1 3 )

11
几

W
‘
I= 1l

h夕‘一 l
h

势
。
(二

‘
)一 lh 。

。
(二

‘
) l簇M (1 + 户)

IL
几

班
‘
1~ IL

h , ‘
一 L

h

势
。
(二

‘
)一L 丙v 。(x

‘
) }

(4
.

1 4 )

(4
.

15 )

、M (”+ ·) + M sh‘“
。p

盆黯
‘

蹂易
“。’“邝」二 p卜一 /

·〕

易见
,

取充分小h
: ,

当O< h减 h
,

时
,

O‘一 口。

2

。

)一
p

l
一

:立
X ‘

〕{
簇M “

sh (a o p / 2 )
sh (a , p / 2 )

一 p

卜瓷
X ‘

〕}
、M

一 : ‘ , ,
.

、

(
J

.

1 「 a 。

1、
l乙

‘’

即
‘ }气 ‘以 又“ + “ , \

1 + 八 e x p L一 4去
%‘

1了
(4

.

16 )

最后把引理 3
.

2应用于(4
.

1 4 )一(4
.

1 6 )
,

当h簇h
,

时
,

有 .砰
‘
!簇M (h + 。) (f二 0

,

z
,

2
,

⋯
,

N )

由引理 4
.

2和 (4
.

1 3 )
,

{夕
‘
一夕(x

‘

) }= }W
‘
一研 (二

‘
) {簇M (h + 。) (4

.

1 7 )

结合定理 4
.

1和 (4
.

1 7 )
,

令h * m in (h
。,

h
,
)

,

得如下关于
: 一致收敛的定理

.

定理4
.

4 设, ‘

是差分格式(3
.

2 )~ (3
.

3 )的解
,

而 , (、)是 (2
.

1 )一 (2
.

5 )的解
.

当h簇h时
,

有
‘

】夕
‘
一夕(: ‘) }( M h (i= o

,

1
,

2
,

⋯
,

N ) (4
.

2 5 )

注 定理4
.

4中条件h《五可去掉
.

事实上
,

对给定的 h > o
,

当h》h时
,

由引理 2
.

2 和引理 3
.

2
,

有
:

!刀
‘
!( M

,

}夕(
二‘) }( M

故 i夕
‘一夕(x ‘) }( M ( M

:
h簇对

,
h (‘= o

,

1
,

2
,

⋯
,

N )

这里M
,

M
,

是与h
, 。无关的常数

.

最后数值例子可见文 [ 1〕
.
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