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摘 要

文中评述了 O de n 以〕所给本构关系变分原理
,

说明了其欠妥性
.

按照 O de n 的思想
,

给出了另

外两种互余的本构关系的变分原理
.

通过简例
,

说明了本构关系变分原理的应用
.

一
、

引 言

弹性力学中本构关系的变分原理可在文献 〔1」「2 」中见到
.

笔者在未公开发表的论文【3]

〔4」中说明了O de
n
所给本构关系变分原理的欠妥性

.

本注记就此问题给出仔细地讨论
.

对o de
n
本构关系变分原理的讨论

应用张量分析的记号
,

采用 L ag
r a

ng
e 坐标

,
线弹性静力问题基本方程如下

:

平衡方程
a ‘, , ‘+ 了

j = o 在口内 (2
.

1 )

应变位移关系

1
, . 、

一 。 。

￡‘, = 落
一

吸“‘
, , + “, , ‘) 住吞才刚 (1

.

2 )

本构关系
J ‘J= E ‘, 七‘e 。:

￡‘, = C ‘, 。‘a 七乙

在口内

在口内

(1
.

3 )

(1
.

4 )

边界条件
u ‘= 论‘ 在口口

:

上 (1
.

5 )
n ‘a “ = 护

, 在a口
2

上 (1
.

6 )

其中了
, 是体力分量

,

“ 是在边界 a。
,

上预先给定的位移
,

和 是在边界 a .
2

上预先给定的面

力 ; 口表示弹性体的体域
,

口的表面a口 = a口
,

U口口
2 ,

a口
:

自口口
2
= 功

; 。‘表示表面口口的外法矢

量 , 少 了和 匀 , 分别是应力张量和应变张量
,

且 少 , ~ 少
‘,

匀j ~ 匀 ‘, “‘是位移 矢 量
; E 咐

, 与

C ‘, 。

汾别是弹性常数张量及其逆张量
.

o de n
所给本构变分原理从文献 [ 1〕引述如下 (这里

,

方程顺序号为本文所加)
:

“

V 一个本构关系的变分原理

约束
:

.

薛大为推荐
.
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在。内, ”‘a ‘, = 护‘在。。:上 } } (1

.

8 )

欧拉方程
:

E ‘, , ‘。。‘= a ‘J
在口内

这里对泛函(1
.

8) 评论如下
:

假定预先选定创
J 和 创J满足 (1

.

7 b) 式
,

即

a 呈’〔{a ‘, : 一 a ‘j , ‘= f
, 在。中; 。‘a ‘, = 护

‘ 在口。
2

上 }

砚飞{a ‘j : 一 a ‘j , ‘= f
‘ 在。中 ; 。‘a ‘j = 少

j 在ao
Z

上 }

但创
, 今创

J .

设匀 , 是满足(1
.

7 a) 协调的所有允许的应变
.

于是由泛函(1
.

8)
,

有

(1
.

9 )

口

户

I
J 门

1
.

K
,

(￡) =

K Z (e ) =

(合
一 , E

‘, ·!

一
“‘’

)
“X

(合
一 , E ‘J。!

一
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)
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因此
,

由(l
.

9) 式得

厅呈, == E ‘, 专‘。
l
‘,

口头, == E ‘, 舌‘。孟‘

这表明
:

由泛函(1
.

8) 的欧拉方程 (1
.

9) 可得出 占1, 及相应的应变
。
t
‘之间的关系与礼

’及相应

的应变
。孟:之间的关系

. o
t

:与。豆:
分别是满足约束 (1

.

7 a) 的允许应变场
。‘j 中成员

.

从而创
, ,

。
;

: 及相应的位移
“
晋与礼

, , 。孟‘及相应的位移
“ :分别为线弹性静力问题的解

,

基于唯一性定

理
,

应有a生, = 口护
,

这与假设矛盾
.

因而泛函 (1
.

8) 与唯一性定理矛盾
.

事实上
,

对应于事先选定的满足(1
.

7 b) 式的某一应力 口
‘, ,

由泛函 (1
.

8) 不一定得出满足

(1
.

7 a) 约束的应变匀
, .

一般来讲
,

只能得出一相应于 口
‘了的某一非协调应变

.

下面由一例子

来说明
.

考虑图 1 示均匀杆轴向拉伸
.

了为均匀分布的单位长度的载荷
,

S 为杆截面积
,

I为

杆长
,

E 为弹性模量
.

杆左端 固定
,

右端由于装配误差引起给定位 移 值 了叼兮Z E S
,

这里了
,

给定
.

求了同杆中点位移
“, 之关系

.

。
(l) 蕊

对这一问题
,

基本方程为
:

平衡方程
~ d a

山 甘
-

a 戈

+ f x 〔(0
,

l) (A
.

1 )

几何关系

本构关系
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.
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u (l) ==

易求出
,

问题的解析解为

f
朴1

2

ZE S

9 1日

(A
.

5 )

u( x )二一 (扩一 mI 劣) (A
.

6 )

其中 m = 了州f十 1

杆中点A 位移
。 ,

同f关系是

(Zm 一 1 ) (A
.

7 )

.

S即
一

E

八袄一一

下边用泛函(1
.

8) 求解
.

满足(A
.

1) 的允许应力场为
。 = 一

扭
+ A

O

按(1
.

8) 要求
,

取

才Sf
二

(A
.

8 )

其中才/ s〔A
,

才是事先指定的与‘相应的某常数
.

由(1
.

8) 式的欧拉方程 (1
.

9) 得

6 = E ￡

(A
.

9 )

于是有

由(A
.

2 )式

“ 一

矗
(一f

二十才)

窦一矗
、一 f

二 + 、 )

(A
.

1 0 )

一矗(一孟
一

扮
十
杰

+ ”

) (A
.

1 1 )

由(A
.

4 )得

由(A
.

5) 得

B 二 0

, 二 ,
.

2才
J

”

= 一 J 十 、

‘

按也
这表明

:

对于事先指定 的某一 占相应的常数才

(A
.

由(1
.

8 )式的欧拉方程 (1
.

9) 求得的应变

12 )

几何关系 (A
.

2) 解得的位移
u ,

一般不能保证位移边界条件(A
.

5 ) (即(A
.

1 2) 式) 也满足
。

就是对应于满足 (1
.

7b )式的某一预先给定的合
‘, ,

由(1
.

8) 式的欧拉方程 (1
.

9) 得出的
。: , 及相

应的
u ‘
不一定满足 (1

.

7 a) 约束
.

基于上述讨论
,

笔者认为
:

O d e n
所给本构关系的泛函(1

.

7)

果在泛函 (1
.

8) 的约束条件中取掉 (1
.

7 a) 式
,

即认为 (1
.

8) 式中

)
、

(1
.

8 )
、

(1
.

9 )似乎欠妥
.

如
e , ,
无任何约束

,

这样对某一
允许的应力d 月

,

由(1
.

8) 可得一相应的应变匀
, (不一定协调) 由此虽不会引起矛盾

,

但(1
.

8)

式的用处似乎有待研究
.

下面我们给出另外两种互余的本构关系的变分原理
.

二
、

两 个本 构 变分 原理

首先引入下列定义
:

(l) 广义可能应力场和可能应力场
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广义可能应力场 少 夕
定义为满足平衡方程 (1 」)和力边界条件(1

.

6)
,

且其变分 占少J
满足

方程

{
d a ‘’, ‘+ 占f

j二 o

n ‘d a ‘, = d尹
,

在口内

在口口
2

上

(2
.

l a )

的所有可能应力场
.

这里好
‘及。全

,
分别是体力了

, 和面力和的变分
.

如果进一步限制。了
, 及6和

恒为零
,

则相应的广义可能应力场称其为可能应力场
.

显然可能应力场包含于广义可能应力

场之中
.

(2) 广义可能位移应变场与可能位移应变场

广义可能位移应变场
“‘和。‘,

定义为满足位移应变关系(1
.

2) 及位移边界条件 (1
.

5)
,

变分d u ‘,
d e‘,
满足方程

「
。

1
, 。

}
““‘’ 一“

口“‘’‘十 ““‘
’‘’

L
d u ‘= 0

在日中

在口口
,

上

且其

.

lb )

但如
‘

不要求三次可微
,

从而击
‘,
不要求满足应变协调方程的所有位移场及相应的应变场

.

如

果进一步要求如
‘三次可微

,

灸 ‘,
满足应变协调方程

,

则相应的广义可能位移应变场称其为可

能位移应变场
.

同样可能位移应变场包含于广义可能位移应变场之中
.

(3) 力位及其余位

假定所有作用于弹性体上的力是位力
.

取弹性体未变形 自然状态作为 参 考 状 态
.

体力

尸及面力T J的位与余位分别定义如下
:

体力位
:

。(一 ) 一

{:
‘ 一 ,

‘d 一
(2

.

le )

体力余位
:

r j
’

G , (f, ) == 一}
。 “, d f (2

.

ld )

面力位
:

。(一 , 一

{:
‘ 一 T Od 一

(2
.

le )

面力余位
:

。T
,

“关(T , ’= 一}
。 “, d T , (2

.

If)

显然
,

在力位与其余位之间有下列关系
,

G (“‘) + G 开 (f
‘)= 一f

‘u ‘

g (“。) + g 带 (T ‘)= 一 T ‘u ‘

两个本构变分原理分述如下
:

1
.

导出本构关系 (1
.

4) 的本构变分原理

泛函
:

(2
.

Z a )

(2
‘

Zb )

H 〔‘
! , ,

一 (一 ,卜}!
a ‘,

一杏
c ‘,

一
, a

一“一

一 G“f
‘

,

〕
““一

)
。。 :

‘’
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.

3 )
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这里宁
,
表示泛函(2

.

3 )中有关应力少
’,

了
‘ ,

介 是广义可能应力场
,

耐
‘, (u , )是可能位移应变

场
。

证明 对泛函(2
.

3) 取一阶变分
,

并应用约束 (2
.

lb)
,

易得
:

“H 一
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+
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.
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.
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lf)有

口G 苦
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-
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上
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, ‘“·, d“ +

{
一a ‘, “·, d ·
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一

口
一

d 口 i 十 d口 2
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.
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由于对a ‘, 的约束(1
.

6 )及对6 u , 的约束(2
.

i b )(d“J= o
,

在。。
: 上 ; 。。a ‘j = 护

, ,
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:

上 )
,

关

系 (2
‘

6) 可改写为

!
a 。,“一
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一{
a “

,
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{
分

J“一d ·

g 口 d g Z

(2
.

7 )

将 (2
.

5 )
、

(2
.

7 )代入(2
.

4 )
,

并考虑约束 (1
.

1 )
,

(2
.

4 )式可写为

占H

由于变分 d a ‘j ,
df

j ,

本构关系(1
.

4 )
.

(召‘, 一 C‘, , 。a , .
)己a ‘, d口 (2

.

8 )

在口内应满足 (2
.

la) 式
,

d丫 , 可保证独立性
,

因而由占H = o 即可得

月

11
.J

‘

,J

�一。O

顺便指出
,

在文〔5〕中我们由广义可能应力场出发
,

保证了 d少 , 在 口内的独立性
,

使位

移应变关系( 1
.

2) 显含于余能原理的驻值条件中
.

2
.

导出本构关系 ( 1
.

3) 的本构变分原理

泛函
:

“〔a
‘了,

“, (二 )〕一

{l
a ‘,

一查
E ‘,

一」
d“ 一

{
“a 。, 一d ·

( 2
.

9 )

口 J Q I

这里 a ‘, 是可能应力场
,

而渗
‘, (“, )是广义可能位移应变场的应变

.

证明 对泛函 (2
.

9) 取一阶变分
,

并考虑对
￡‘, 的约束 ( 1

.

2)
,

有

“!I 一

{
〔( a 。了一 E “

··

⋯ ,“一 +
一

“。‘J〕d“一

{
”“a 。, 一d ·

口 J 口1

( 2
.

1 0 )

应用 G r e e n 定理

{
一

, ‘“a “d“
一 !

。一“

一
““ 十

{
“ , ”‘ja ‘, d :

( 2
.

1 1 )
d 口一+ 。口 ,
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由于约束(1
.

5)可得在。。
,

上“, = ‘, , 由于占。
‘, 是可能应力场变分

,

于是
:

在。 内 占。
‘, , 。= o ,

在a口
2

上 。‘d曰J二 。
.

所以关系 (2
.

1 1) 可变为

{
·,

, ‘“a ‘, d“ 一

{
“, 一“a ‘, d ·

口 d g l

(2
.

1 2 )

代 (2
.

12 )入(2
.

1 0 )得

““一

{
(a 。, 一 E ‘” ·

⋯ , “一d“
(2

.

13 )

由于广义可能位移场定义
,

而
‘
不要求三阶可微

,

由约束关系(2
.

lb) 消不掉山
‘
得出 灸

‘,
要满

足的应变协调方程
,

灸
‘,
在口内独立可保证

.

于是由d H = 0可得本构关系(1
.

3)
.

这里我们强调指出
:

在泛函 (2
.

3) 证明中
,

用到 d少 J
在 口 内独立性

,

所以我们取广义可

能应力场泞
‘,
来比较

,

而 灸‘,
在 口内是否独立无关紧要

.

但是
,
在泛函 (2

.

9) 的证明中
,

我们

要用到灸‘,
在。内的独立性

,

因而取广义可能应变场澄
。, (“, )比较

,

而占了
’
在。内是否独立无关

紧要
.

若在这两个泛函中
,

全取广义可能应力场 占
‘J与广义可能位移应变场 澄‘, (。

。

)
,

此时泛

函 (2
.

3) 形式不变
,

但泛函(2
.

9) 有所不同
.

易证明
,

相应二泛函可写为
:

H 〔泞
‘, ,

“
,

卜 {l
a , , 。。,

一全
C
‘, , ·

a ! ,。 ,

一 f
,一

一 G , (f
‘) ]

d“一

{ (护
‘u ‘+ 习, (全

‘))J s

(2
.

1 4a )

刀〔占‘, ,

“
J〕一

!
_

!
曰

a ‘, 。。, 一

音
E “二。‘, 。

一 j
, u ,

一 G ‘一 ,

」
d“一

{
”‘a ‘, 一d一 !

(介‘一 + 。(一 ))d s

d g l d 日 2

(2
.

1 4 b)

并且有

H [占‘j
,

咨‘, 〕+ 刀〔占‘j ,

渗‘,
〕二 o (2

.

1 5 a )

应注意的是
:

若在泛函 (2
.

3) 与 (2
.

14 a) 中采用可能应力场
,

或在泛函 (2
.

9) 与(2
.

1 4 b)

中采用可能位移应变场
,

对一般问题来讲
,

由于 d少了
或 灸

‘,
在 口 内 独立性无法保证

,

形如

(1
.

3 )
、

(1
.

4) 的本构关系可能由(2
.

3 )
、

(2
.

9) 导不出
.

此时
,

相当缩小了比较函数的范围
,

由(2
.

3 )
、

(2
.

9 )或 (2
.

14 )可导出某种积分形式的近似本构关系
.

类似于 (2
.

15 a) 式
,

对于这

种情形
,

有关系式

H [ a ‘j , 。‘, 〕+ H 仁a
‘j , 。‘, 」= o (2

.

1 5 b )

下面看一个应用简例
.

三
、

应 用 简 例

例B 应用泛函(2
.

14 )求图1轴力杆中点A位移
“, 同力了之关系

.

解 满足方程 (A
.

1) 的广义可能应力场为

(B
.

1 )A+
jxS

一一一
泞

其变分 占泞= 一 蚕
‘了十占A (B

.

2 )
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这里A 为常数
.

满足方程 (A
.

2 )
、 、

(A
.

5) 的可能位移场取

(2 戈么一 l戈)一
4 u 注

l
2 (x Z

一 lx )

这里
u ,
表示 A 点 (图l)

(A
.

4 )

f
关

ZS E

f
关

ZS E

位移
。

(4 x 一‘卜 赞
(Z x 一 ‘)

“和 。 的变分为
:

占u = 一
4占u ,

l
2 (劣

2
一l戈)

占e = 一
4 d :

I
2
生 (2戈一 I)

9 2 3

(B
.

3 )

(B
.

4 )

(B
.

5 )

(B
.

6 )

可能位移场包含于广义可能位移场之中
,

这里我们就用它代入泛函 (2
.

1 4) 来求近似解
.

对此

问题
,

泛函(2
.

14 )为

H [泞
, 。〕

刀 [泞
, 。]

, 。一

宾品一

寒
一‘叮鱿1s 、

2 乙 合 、O , 」
(B

.

7 )

*
1 。

,

口己一
一

二~

乙 e 一

一
2

仓
一。(“ ) 1: J二 一 : (,) , (, ):

O 」
(B

.

8 )

F
.

we
.

Lreesel月

I
J广.,.J

一一一一

了了
一一一

aG一au

应用关系(2
.

1) 在这里形式

aG 苦 u

。f = 一了

易得

。H 一

{:!
。、一

_

{:〔

*

泞己。+ 。占占一黔
乙

泞占。+ 。占子一 E o d。

d泞 (B
.

9 )

翻

S
(B

.

1 0 )

将(B
.

1 )~ (B
.

6 )代入 (B
.

9 )
、

(B
.

lo )中
,

A�
卜U一八O

n‘一

“H 一 (
-

sf
, 15

1 2 E S

积分得

尹1
3

一 3 万亏

+

!鑫
( j

· + ,卜管
‘

香问Sdx
“,」

s d 二一 “(‘)“‘( , )s

一 +

韶)
“,

1占通+ 0
.

占u ,

(B
.

1 1 )

。。
乃 。 声 _ 。 才

/ 2 声 , .

4 , 二 ,

0 月 二 U
·

o J 十 V
·

0 直十 . 万 I 名十 二
一

T 勺一
\ j

一

d
-

1 6 u通E S
3 l

d“通 ( B
.

1 2 )

于是由占H 二 O
,

得

, 一

去
( f

·十 f,

一

豁
十 2

丫
一

蕊

(B
.

13 )

(B
.

1 4 )

将( B
.

1 3 )代入 (B
.

1 4 ) ,

得

一 态
( Ztn 一 1 )

( B
,

1 5 )
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这里m 如(A
.

6) 式
.

同理
,

由占刀 = o ,

可得 (B
.

15) 式
,

此即精确解(A
.

7) 式
.

0 )
,

式
,

系式

由
_

_

卜计算中
,

易看出
:

若在泛函(B
.

7 )中不用广义可能应力场占
,

而用可能应力场 (叮二

则由 (B
.

7) 将得不出关系 (B
.

1 5) 式 ; 但对这一问题
,

由于位移应变关系只有 (A
.

2) 一

取可能位移场并不影响山在(o
,

I) 内独立性
,

所以由泛函(B
.

8) 仍可得出精确的(B
.

1 5) 关

上述简例的思想不难推广用于复杂的问题
‘

有关更多的应用有待进一步研究
.
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