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摘

本文的目的并非简单地评述弹性静力学
.

·‘

一会
及 ej 。一昌穿

+

器

要

著名的 C a uc hy 六方程
,

其命题

(1《东
,

j
,

k( 3 )

是由位移函数 (。
‘ ,

峋
,

哪)= “(,
,

xj
, x 庵)的九个偏导数线性表达的

,

但其逆命题是 该 六 个方程

不可能表达阵(a (。
‘,

价
, “。)/ a( 分

,

丫
, 二“))的九个元素

,

这是由于在给定点上的变 形 的 几何表

示至今尚不完全 〔且’.

用几何语言来说
,

其逆命题的含意就是
:

在空间中任意三角形 (正 交 除外 )

边的
“

平方长
.

运算用 Py thog or a ’ s 定理的结论是不真的〔2 ’,

本文将叙述代数弹性运动的某些数学规律及其与上述问题的关系
.

一
、

引 言

设 X 为一几何对象
:

矢量空 间厂
,

仿射几何 A
,

投影几何 尸 或基本域 F ;
而 A ut X 为

X 的一切自同构的集合
.

单位映 射 I 属于 A ut X 并 且
a ,

b
, c 〔A ttt X

,

则
。
(b c) = (a b)

。及
。一 ’〔A ut X

.

因此 A ut X 对乘法运算是一个群
.

由观察得知 A ut X 中有两个重要 子 群
:

子群

A fA 包括从 A 到 A 的一切仿射变换
,

称为 A 上的仿射群
,

而子群 T r A 则包括A 中的一切平

移变换
.

在 A ut 尸 中存在一个子群 P r尸
,

它包括了 尸上 的一切直射变换
,

并称其 为 尸 上的

投影群 汇名’.

众所周知
,

最简单的一种线性变换群是投影群如
:

尸分 , = 乙
a。二七 (i = ⋯

, n ) (1
.

1 )

其中 尸笋伪 (x
, )是 尸

“

中给定点 M 的齐次坐标 ; (矛 , )是变换后像点材 的齐次坐标
.

若把这些齐次坐标替换为一组新的常数
:

xl 一
代

.

⋯
,

xn = 叮
义

一

X
-

七1
.

2 )

并令
a 。。

= 1 ,

而一切
a 。, = o (k二 1

,

⋯
, n ) (因

a , * 的任意性)
,

则(一
,

1 )变为
:

.

钱伟长推荐
.
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一

,卢、

一匀32 各

戈, == 兄
a , 。X , + a , 。 (j= 1

,

⋯
, n ) (1

.

3 )

一般
,

假定一切 内。= 0 (i = 1
,

⋯
, , )

,

则像集与变换下的原集重合
,

并得

戈, = 乙
a , , X , (j= 1

,

⋯
, 。) (1

.

4 )

严格地说
,

因为给定 (1
.

4) 的齐次坐标的一个连比

X I: X 么 :. ” : X
”

= P :q 卜 “ :r (1
.

5)

就可确定 尸
”

中的一个点M
,
所以在逻辑上

,

给定阵(a, 。)的一切元素的一个连比就可 确 定

一个投影群
.

如将线性系统(1
.

4) 写为紧凑的形式

A X = B
.

(1
.

6)

其中
:

A 为
n x n 的阵

, B 为常数列阵
,

X 为坐标行阵
.

当 B = o 时
,
则 (1

.

6) 变为齐次线性系统
.

再由 G ra m e 产s
定 律得知

,

该系统的解有两种

情况
:

( i ) 若

d e tA 铸 0 (1
.

7 )

则该 A X = o 具有唯一的矢量解为 X = A
一 ’o = 0

.

(i i) 相反
,

如 A X , 0 具有任意矢量 (X = o 除外) 解的一切集合
,

则必须

d etA = 0 [ 5 1 (1
.

8 )

因此
,

解答了(1
.

6) 就意味着寻找到(1
.

1) 或 (1
.

4) 的一切解
.

把以上所述进行扼要小结
,

可以肯定地说
,

由于投影群可 以退变为仿射子群
,

所以实仿

射几何就包括了投影几何的一切内容“ ’.

二
、

预 备 定 理

定义 1 设 犷为矢量空间
,

M 为 犷 的子空间
.

若 a
为 犷 的 固 定矢量

, a + M 及 a 一M

分别表示
a + 。 的和集及

a 一 m 的差集 (其中 m 跑遍 M )
,

于是称其为 犷 的 变 换子空间(或

称傍系空间)
。

定义 2 若 犷 为域 F 上的矢量空间
,

7’, S 为 犷 的傍系空间
,

则 S 中一切傍系空间的

集合称为 S 上的仿射几何且简记为 A (S )
.

若 T c= S 且 A (T )c A (S )
,

则 A (T ) 为 A (S )的子几何
.

引理 1 同域
、

等维的两个仿射几何是同构的
.

证 设 A = A (T )
,

A
尹
= A (T 尹)且傍系空间 T = a + M

,
T

产
= a, + M

/ .

因为同域
、

等维

的两个子空间M
,

M
尹是同构的

,

且
a , a, 是固定的

,

所以存在一个同构户M、M
产 .

若映射

口 : T * (T 一 a )f + a 尹

其中 T〔A ,
可把 A 变为 A

尹。

而其逆映射
a 一 ‘: T

尸

、(T
‘
一 a ‘

)f
一 ‘

+ a

其中 T
’
〔A

‘,

又可把 A
‘

逆变力 A
·

因此
, a 及 a 一 ‘

显 然保持包 含关系
,

所 以 a 就是 A 到

A 尹 的同构
,

证毕
.
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定义 3 若 犷 为实矢量空间
, a 为 U 上的正定 (或半正定) 双线型

,

则 (U
,

a) 就是欧

氏空间
。

定义 4 具有距离 d 的实仿射几何 A (S )称为欧 氏空间
.

若 T 为 S 上的傍系空间
,

而 d 为 A (T ) 上的距离
,

则 A (T
,

d) 就 是 月 (S
,

d) 的子几

何
。

命题 1 设具有基{a
, ,

⋯
, a ”

}的 E
污

为欧氏空间
,

具有凸生成基 {e ‘,

⋯
, e q } (1( q( n )

的 L 心
为 E

“

的子空间
.

若 a0 为 E
”

中的固定矢量并由

a 。 = 乙
e ‘ (z( a成n ) (2

.

1 )

给出
,

且仅当
a ‘== a o

一 e ‘
(2

.

2 )

时
,

则 E
”

中的 q 维傍系空间具有对称参数方程为
:

x + 乙 入少二 o , 1 十乙 几‘= o (2
.

3 )

证 若(e ‘,

⋯
,

砂 )是L , 的凸生成基

‘一 0

且 x 〔E “(a0
,

户 )
,

则存在 二 的唯一的线性组合为
:

二== a 。 + 乙 又‘e ‘

(2
.

4 )

因
e ‘二 a o

一 a ‘,

所 以知

如果令

一(
1 +

鑫
“
)
一

鑫
“‘一

1十 乙 泥. = 一几

即知上述线性关系式得证
.

另一方面
,

若 二
,

y〔E “,

则至少存在另一个 夕的线性组合为
:

, + 乙 拼‘a ‘= o , 1 + 乙 拼‘= o

‘一 0 亩一 0

(2
.

5 )

若令 }引( 1
,

由凸集定义知
,

几x + (z 一几)夕= 几(一 兄 久‘a ‘)+ (l一之)(一 习拼‘a ‘)

= 一 云 久久‘了一 乙 (1一 几)脚少

二乙 {一 几之‘一 (1一 几)脚 }a ‘

而其中

乙 {一从
: 一 (1 一几)。‘}= 一汽二 之‘一 (1一 几)兄 拜‘= 之+ (1一 几)一 1

就知 几二十 (l 一 幻夕〔E “ .

证毕
.

定义 5 设 F 为域 F (或 C ) 自 身上的一维矢量空间
.

若 犷关 的元素是 犷 仁的线性型
,

并记为 犷关 = 兄(犷
,

F )
,

则称其为 犷 的对偶 (或共扼 ) 空间
.

定义 6 若 (e ’ ,

⋯
, 。”

)是(a ‘,

⋯
, a ”

)的对偶基
,

则采用记号
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a ‘= e ‘

引理 2 给定 犷 的一个基{a0 ,

“‘“’一“‘一 {

(2
.

6 )
a ‘,

⋯
, a ”

}
,

则唯一存在 犷务 的基{a 。, e ‘,

⋯
, e ”

}满足

(‘== j)

(2
.

7 )
(f笋 j)

证 设亚变量a0 是固定的且犷到犷
关是满的

,

则a0 在运算时可略过去
.

若双矢量
e ‘

·

砂 = 了
了

是标量且为半正定型
,

则de t l了
,
}) 0

.

若 二= 从少或
, 二几, 砂

,

则知其平方长为 (x )
“
= (几澎 )

·

(几, e J)= 几从, (a ‘e j)
.

由互易矢量变换式
e J== g , 考e * t 6 ] (2

.

8 )

当且仅当
a ‘= e ‘时

,

有
a ‘e , = g 了否a ‘e * = 夕, 七夕。‘= d {

.

证毕
.

引理3 设X 为Ba n ac h代数
,

而
%
满足 l刘 < 1 ,

则当 g ( X 时
,

存在有

x + g = 劣g (2
.

9 )

证 因 l刘 < 1 ,

有 }二
‘!{< }}刘 含,

则负项级数一二一扩⋯是绝对收敛的
.

设夕为该级数的和
,

因B a n a o h代数是完全的
,

则有x + 夕= 翔
.

证毕
.

定理 1 设A 为
n x n 的阵

,

且 }刘 < 1 ,

V 二〔月
,

则存在唯一的B满足

A + B == A B (2
.

1 0 )

证 不妨取半正定双线型 (了勺二月
,

}护州《 1及互易双线型(功。)

= B
.

若 V g , 。〔B ,
由引理 2 及引理 3知

, g ‘, + g , , = g ‘了g , 。= 占玉
.

证毕
.

本定理的几何解释如图 1 所示
.

令X
,

Y及 Z 为同一域上的矢量

空间
.

若 兄 (Y , Z ) 是Y到 Z 的一切映射g 的集合
,

则 记 号 A (f) =

名 (X
,

Y )就是对于映射 f
: x , 叭 V 二〔X

,

V g〔Y )的一切映射的集合
.

如存在f
一

, = g 〔兄(Y , Z )
,

且功为X 到Z 的满射
,

那么该功= 盯 称为

变换函数
「“’,

则显然有A (j) + B (g) = 月B 峥)
.

f
入 —一

丫

三
、

主 要 结 果 之 一

定义了 线性变换 尸:
W ”研称为投影

,

当且仅当

P
Z
= P (3

.

1 )

亦即 尸(尸(A )) 二 尸(月 )
,

丫A 〔W

定理 2 设E
3

{a ‘
, a j , a 七

11
,

j
,

k = l , 2 , 3循环置换 }为群 G 的一切基的集合
,

而E 3 {a 。,

少
,

ej
,

砂 }‘
,

j
,
几= 1 , 2 , 3循环置换 }为子群G , 已G 的一 切基的集合

.

当且仅当

e ‘二 e 了+ e 介 (1( 玄
,

j
,

k( 3 ) (3
.

2 )

时
, 称E “

为E
3

的对偶
.

证 因E 3
为G 的基

,

由(2
.

1) 知亚变量为
:

a 。= e ‘+ e j + e . (1( ‘, j
,
存( 3 ) (3

.

3 )

再由(2
.

2 )及 (2
.

6 )知

a ‘= a o
一 e ‘ 或 a ‘二 e 了+ e 七

(1( i,

j
,
存( s) (3

.

4 )

然而
,

当且仅当
a ‘二 e ‘,

则 {e ‘, e J , e 七
} 1簇i ,

j
,

k( 3 } 是 线性相关的〔因
e ‘= e , + e . 〕

,

而王
e ‘, e J , e “

} 1( ￡,

j
,
及( 3 }是线性无关的〔因

a。的任意性
,

取 a 。= o(e ‘+ 。J+ e 殆一。)〕
.

于是

就知E
3

为 E
3

的对偶基
.

证毕
.

推论 1 若 E
3

及E
3

为三维域F上的矢量空间
,

则百
“及E

。

同构的
.
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证 显然是引理 1 的推广
。

引理4 设班为
n
维矢量空间

,

而 S: W , 附 为投影 (即 使非正投影)
,

那么
,

存在有W

的基 {A : , ⋯ , A
,

}满足

S‘“‘
, 一

{
A

‘

(1( f( r )

(r + 1( i(
n )

(3
.

5 )

其中
r 二 d in , (Im S )

.

而阵S对于基{A
, ,
⋯

,
左

。

}为

I
, 0

0 0
(3

.

6 )

证 设象 I: n s 的 基 为 { B , , ⋯ , B
,

}而 核 K e 了
·

S 的 基 为 {C
l ,
⋯

,
C

:

}
.

若 d im 砰二

d im (K e r S )+ d im (Im S )
,

则有
n = : + r .

因此组合谧B
, ,
⋯

,
B

, ,
C

I , ⋯
,

C
。

}为不的基
,

严格的说就是下列二式

S (C‘)= 0

S (B ‘)二B ‘

对于若= 1 ,
⋯

,

对于f二 1 ,
⋯

,

由核的定义知 S (C‘)= o 是显然的
,

而 S (B
‘
)二B

‘

待证
.

由于尽属于 Im S
,

可寻找一个矢量

D ‘〔W 满足S (D ‘)= B
‘.

因S (B
‘
)= S (S (D 、))= 5

2
(D

‘
)= B ‘,

知 S 为一个投影
,

所以一般地

说 S为一个斜投影
.

证毕
.

本引理的几何解释如图 2 所示
.

假如选择一个平面尸 的基为王砂
, 砂 }

,

而空 间 Ra (尸c

Ra )的基为 {e ‘,
砂

, 。舌}
,

藉此可引投影线犯与投影轴 O , , 平行
.

该轴包含单位矢量 砂
,

并通

过矢量X 的顶点
,

射线黑与平面R
“

相交唯一点护
,

而该护 就确定了包含在尸 中的唯一矢量
.

图 2

如将砂写成为 {砂
, e ‘}的线性生成式就是

% 七== 义 , e j + 戈‘e ‘ (3
.

7 )

因魂
e ‘, e j , e 七}是标准基{e ‘, e , , e , 卜二镬1

, l , 1 }的对偶
.

若 R
吕

中的矢量X 已经给定
,

则其表达式为

X = % ‘e ‘+ 戈 , e , + x 一e 奋 (3
.

5 )

设斜影射线 兄
,

尸”Rs 为线性变换
,

则 知艺 (X ) = x ‘

艺 (e ‘)

+ 、,
黑(e , ) + 、 ,

兄(e “)二 , ‘e ‘+ 二 , e , = 二合 ,

因为 王
e ‘, e 了}〔R

名, e 七〔

兄(e 奋)
,

而
e 介
偌R

Z ,

见 (3
.

2 )
,

所以奖
忍(X )= 黑(笑(X ))= x 舌,

亦

即黑
“
= 艺

.

如果考虑循环置换上
、

下标
,

则显然兄为一个投影群
.

四
、

应 用

考察在对偶空间尸叹
。二3) 中的某弹性系统

,

并设矢量 X 对于基 福
e ‘, e , , e . } 的坐标为

(, ‘, x j , 二‘)
,

而线性型 f 对于对偶基{e ‘, e , , e 专}的坐标为(劣
‘, % , , 戈, )〔. , ,

则由(3
.

7 )知

x ‘= x J + x 垂 (1( f,

j, 及( 3 ) (4
.

1 )

因标准基 {e ‘, e , , e 、

} = {z
, z , 1 }

若在R
Z“

(。二 3 )中选择一个参考坐标架乙分扩尹
.

籍此确定所考察的两点0 (扩
,
扩

,

妒 )及

M ( * ‘
十众

‘,

犷 + 办
2 ,

护 + 心
3
)的位置

,

并在其中建立一个三斜的微分平行六面体OA B CD
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T , . 盆 :

r 二 3 , , +

热热热
乡乡叼叼

E FM (见图3 )
.

其 棱 O月二dx
‘,

OB = d扩
,

OC = dx
“
分别平 行 于Ox

‘,

Ox
Z ,

Ox
“

轴
,

而

线段 OD
,

O E , OF ,
分别平行其对偶坐标轴

o x , ,
O , 。 ,

O二
3 .

其侧面积 d A 为 该面边长的

外积
,

而其体积 d △为棱长的混 合积
,

那 么

d A 二 d尸 A d x J 丫

d △= (d 劣
‘
A d% , )

·

d % 七 (1( i ,

j
,
左簇 3 ) J

(4
.

2 )

在弹性系统 (或固体 ) 中
,

外力产生 的应

力在各点上是不同的
,

一般地说应力为该点坐

标 (二‘
, x Z , 二 3 , t )的函数

,

其式为
:

X
’
= F l(x l , x 么, x 3 , t)

X Z = 尸 (. ,
·

,
·

,
·

)

X
3
= F S(

·

,
·

,
·

,
·

)

X
,
== F I(

·

,
·

,
·

,
·

)并 夕

尤
:
== F

:

(
·

,
·

,
·

,
·

)关 )

X
。
= F

。

(
·

,
·

,
·

,
·

)‘)

(4
.

3 )

既然应力可由在系统中各坐标轴上的投影来确定
,

因此对一切外力做如下的分析
:

( 1 ) 若物体单位质量上的体力可分别分解为 平 行 于 O xl
,

O尹 , O护 轴上的三个分量

U
,
犷

,

沙
,

且该体力的因次与加速度相同
,

则作用在该微分平行六面体上的体力分别 为
:

U p d △
,

厂p d A
,

不p d△ ‘4
.

4 )

其中 p 为物体在给定点上的密度

( 2 ) 若给定点戈(t)二 (劣‘
,

口戈 1

口t

则惯性力的三个分量分别就是
:

扩
,

护 )的位移速度在 O分
,

O扩 , O护 轴上的投影分别记为

a戈2
. ,

a% 3
. ,

二r
,

价
一

, ‘ 一 , 一丽 x -

砂。
, 。

脚
△ , 。* sd 八 (

一

吧
一 *

1 ,

\ U 奋

交
“,

口交
3 , ,

八

at x
’

)
(4

.

5 )

( 3 ) 设作用在每一个侧面上 (例如第 f个侧面上 ) 的总应力为X ‘,

那么
,

其三个分量

为X “ ,

X
‘, ,

x
‘’ .

若记X “ = a 分为张应力
,

而X ‘了= 介
、 , ,

X ‘告 = 介
‘二 ‘

为剪应力
,

就知
:

X
‘
二 a x

+ ‘, ‘, 、, r 二 x ‘== : x ‘x ,

+ : x ‘二 ‘

(一( ‘,

j
,
掩( 3 ) (4

.

6 )

其中称
‘二 , ,

为第 f个侧面上的合成剪应力
.

因此作用在所有表面上的应力分量由 3 x 6 = 18 退

变为2 x 6 = 12 个分量
.

若在此微分平行六面体的O B D C面上的张应力为口 二,
二Fl (妙

,

扩
,

妒
,

t ),
而在面月F E M

上的张应力为言
x l

== F ‘(二‘+ d x , , 二 , , , 3 , t)
,

则用 T a ylo y ‘s 级数展开
,

略去二阶以上导数得

子妙 = a xl +
aa 二 1

口x l
d分

用同样方法可知其它所有各应力
.

.
) 其中X

: ,

X
Z ,

X ,有时记为X
‘,

万
, ,

X
6

(参见文〔1〕
,

〔7〕)
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假如所考察的物体是平衡的
,

则该微分平行六面体必须满足六个平衡方程如下
:

乙 Xl = 0 ,

万尸 = o ,

乙尸 = o

乙M
二 1

== o
,

习M
, ,

= o
,

乙M
x 3

= 0
(4

.

7 )

首先考察第一组方程
,

特别是乙 X
‘
= 0

.

在此必须计及作用在所有边界面上的一切应力

在该O分轴上的投影
,

写为

日a 义i

日% 1

/ 入

d护一 a xl d% 么
d 义 3s in (e : , e 3

)
·

e o s (e ,仁
,

)十

l‘
2
+

豁
“扩一ax

Z

〕“W十Xa

厂‘lesL

/ 、 / 、

·

sin (e 3 , e :
)

·

e o s (e Z , e :

) + 〔
。 二3

十口J
“ , , , -

石 , “ % -

一 口沙
0 义 一

, , r , . ,

八
、

a 义
一

“义
一 5 1 11 气C I , 么2 )

/ 入
·

e o s (e 3 , e ,
)

小
: · :

+ 旦翁
Z

d 义 1

一」

小
, · 2

+

邻
2
d X Z

一
,

」

/ 、 / \

d 劣 Zd 戈 3s in (e : , e 3
)

·

e o s (召
‘, e :

)

尹、
.

/ 、

d x 3
d % ’s in (e 3 , e ,

)
·

e o s (e “ , e 一)

+

卜
, · ,

+

黯
3
d 二 3

一
,

〕
/ 、 / 、

d 劣
‘
d 劣

Z sin (e
: , e Z

)
·

e o s (e 3 , e ,
)

+ d△[U 一分‘〕p == o

整理 (4
.

8) 并除以d xl
,

d扩 , d护 可得

(4
.

8 )

口a x , / \
,

八
、 .

a口 x

c o s‘e , , e ‘) 十万又
‘

x 2 产
、

广
、

/ 、 广 、

a戈
sin (e

: , e 。)
·

s in (e s , e x )
·

e o s (e : , e , )+
aa x ,

口戈 3
5 in (e l , e : )e o s (e : , e ,

)

口r

+
一

x Ix 工
才、

广
、 / \

日劣
sin (e : , e 3

)一
(·介

。 : )+

令
‘

5 in (e
3 ,

e l )
·

e o s (e Z , e z )

十
a了二3 x 3

口% 3

/ 、

s in (仑
, , e Z

)
产

、
。 , ,

二
.

c o SL e “ , 仑 I ) = 口t苏
‘

一U 」P (4
.

9 )

其中
,

同理
,

0 =
(d % ‘八d x , )

·

d x “

d 戈‘d 戈 , d义奋

分别写出乙 X
Z
= 0 及乙 X ‘= 0为

:

口a 戈 :
义 , / 、

口X

Z入 / 、

sin (召
: , e 3

)
·

e o s(e , ,

。:

) +

慧 5 in (e 3 , e 一)
·

,

八
、 .

a a :

c o s 、e Z , ‘ 2 , 十刁王
x .

/ 、

八
5 in (e , , e 。

)
·

e o s(e 。 , e Z
)

口r x ,二 i 价
、

/ \ 2 \

+
口戈

s in (e : , e 3

)
·

e o s (e

/ 、

‘, e Z
) +

口r 义盆x ,

口% 2
5 in (e 3 , e ,

)
·

e o s (e
气

e :

)

口了
x 3 x 3

口% 3

/ 、 / 、

+
s in (e

: , e Z

)
·

e o s (e 3 , e :

)= 0〔戈2 一犷〕p (4
.

1 0 )

口a 二 :

日X

/ 、

s in (e : , e 3
)

/
、

口a 戈 2

口% 2

Z \ / 、

·

c o s (e , , e 3
) + 5 in (e 3 , e 工)

·

e o s (e : , e 3

) +
aa

a戈
言

,
/ 、

5 in (e
: ,

/ \

e Z
)

·

e o s(e 3 , e 3
)

ar 义 ‘x : / \ 广、 月,
’

“0 5(“
’, e 3 )+ 上

吕了
’

广
、

/ 、

+
a戈

5 in (e Z , e 3
)

5 in (e 3 , e ,
)

·

e o s (e Z , e 3 )

/ 入

+
口r x , x ,

日% s

Z \
sin (e : , e :

)
·

e o s (e气
e 3

)= 口〔戈
“
一砰」p (4

.

1 1 )
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将(4
.

9 )
、

(4
.

1 0 )及(4
.

1 1 )三式相加
,

写成紧凑形式为
:

/ \ / 、 / 入

5 in (e : , e 3
) e o s (e , , e ,

) e o s(e , , e Z
)

/ 、

e o s (e l , e 3

)
与X面沃

aa x :
. ,

八
、

J死
2 “’n ‘e 3 , e , )

/ 、

e o s (e Z , e ,

)
Z 、

e o s(e : , e Z
)

沪

八

e o s (e : , e 3
)

口仃 x ,

a% 3

/ 、 广
、

价
、

力 、

5 in (e
; , e Z

) e o s (e 3 , e ,

) e o s(e 3 , e Z
) e o s(召

3 , e 3
)

P

、..........1,且..
口r 戈i x i

a戈二

/ 、 / 、 / 、 Z \
s in (e

: , e 。)
e o s (e l , e l

) e o s (e l , e Z
) e o s(e l , e 3

) 戈’一U

口r x 金义 , / 、 / 、 Z、 / 、

a义 2
5 in (e 3 , e :

)

a r x , x 3 / 、

e o s(召
z , e ,

) e o s(e
气

e :

) e o s(e Z , e 3

) 舅
2
一犷

/ 、 尸\ 广、

口% 3
5 in (e , , e :

) e o s(e
气

e ,
) e o s(e a , e : ) e o s(e 3 , e 3

) 父一 万

r‘.‘.

l
...weL

十

(4
.

1 2 )

当 戈‘= 父
“
= 戈’= 0 ,

且忽略在给定点上的体力 U
,
犷

,

附
,

则(4
.

12 )变为齐次线性方程

组
.

其结果表示所有张应力及剪应力的线性组合
,

而该齐次线性系统就是
:

A
�l,eeJ

、.产
抢‘e

「口
、‘

. ,

八
、

Lax ‘ “’n “e Z , e 3 ,

口a x :

口x Z

洲入

/ 、

s in ( e : , e ,

)
口a x 3

口x 3

/ \

/ \

5 in ( e
, ,

+
口r x :

a%尹
5 in ( e : , e ,

)
口r x , x :

口劣么
5 i n ( e 3 , e : )

ar x 3 戈3

口戈 s

/ \

s in ( e
, ,
。2 )
」
B 一 。

( 4
.

13 )

其中阵A及B 分别为
/ 、 / 、 / 、

e o s ( e l , e : )
声

产、

e o s ( e Z , e x
)

/ 、

e o s ( e 一, e Z )
/ 、

e o s ( e , , e : ) e o s ( e ’ , e , ) e o s ( e ’, e Z )
/ 、

e o s ( e ’, e : )

广
、

e o s ( e Z , e Z )
/ 、

e o s ( e : , ‘。)
/ 、 尸、 / 、

/ 、
户

八
、

/ \

e o s ( e 3 , e ,
) e o s ( e s , e Z ) e o s ( e : , e 。)

e o s ( e Z , e ,

) e o s ( e Z , e Z ) e o s ( e Z , e :
)

产八
‘

尸、 / 、

e o s ( e 3 , e , ) e o s ( e 3 , e Z ) e o s ( e
气

e 。
)}

了..........t

一一
B

、..

1
口

( 4
.

14 )

d e tA 二 d e tB 二 0 ( 4
.

1 5 )

该六个应力有非零的解系
.

然后考察 ( 4
.

7) 的第二组方程并写出乙 M 、二 0为例
.

现仅描述对山
,
轴产生转矩的力

为简化运算起见使该轴线通过两侧面O B D C及 A FM E 的形心和微分平行六面体的体心
.

对

此我们得到对O xl 轴的转矩一般为
:

(
: 二2 · 2

+ a

铃
:
、! 2

)
·

(。、
3
o d : 1 ) 八

夸
2
+ 1 二 : ·:

·

( d 一。、: 1
) 八

夸
“

一

(
·二3 · 3

+ ”

误:
3
、: 3

)
·

( 、、 1
八、X Z

) 八亘售
3

一
二 】·3 ·

(。! 1 。、: 么) 八 “

丁一
。

( 4
.

16 )

若注意到标量
: 二 二 ,

与矢量 T 二 「二 .

(‘二 1 , 2 ,

3) 的区别是 T 二 二‘
= : 二

·

二、
·

e ‘,

则混合积 d x “
·

( d x 3

A d x ‘) 八d x Z

将 消 失
.

因为 d x 么
·

( d x 3 八d x ‘) A d x Z
~ ( d x 吕 A d x ‘)

·

( d x认 d x 么) = o ,

则 ( 4
.

26 )

变为
:
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T 、 , 二 J
·

(d x 3 A d x ’
) A d x “= 丁x , x 。

·

(d x ‘A d x “) A d x 3

假如引进空间曲线坐标 (.
,

·

)的法向单位矢量记号为
:

(4
.

1 7 )

d x J A d x 舌 _
,

n , ‘= IJ x , 八己x ,
l及

n ‘, “, ‘=

n , ,
A d x ‘

!n , , A d x ‘}

时 ,
则有

T 戈
’

芍

J

八
‘

·

(d x , A d x 七) A d x ‘= d x , d % 七
·

s in (e , , e ,

)
·

T x
·

x ‘

二 d x ‘d 戈, d 戈.
力

、

·

sin (e ,
, e , )

·

sin

/ 、

·

n 了, 人d x ‘

洲八、
,

(n , 。 , e

小
T x

,

x ‘

尸八、
,

= d x ‘d x , d x . : x
:
二‘

·

sin (e , , e 。)
·

sin (n , 。
, e ‘)

·

就知混合积 (4
.

1 7) 可退变为标量等式
:

.

n e夕七)‘

尸八气户
e o s(n (, 。) ‘, e ‘)

尹尸、、 洲产、、
‘

洲产、
、

/ 、 / \ z
户

、气
,

: 二: 、, s in (e
。 , e ,

)
·

sin (n 3 1 , e : )
·

e o s (n (3 , ) 2 , e Z
) == : x 3 x 3 sin (e l , e Z

)
·

s in (”: : , e 3 )
·

e o s (n ( : 2 ) 3 , e s
)

(4
.

1 8 )

同理
,

可写出另外两等式
:

了、 , x 声in (e : , e Z )
·

s in (n : : , e 3
)

,

尸洲、、 ,
2 \ 奋产、S 产尸、、

,

·

e o s (n 、1 2 0 3 , e 3 ) == : x , x 声 in (e : , e 3

)
·

s in (”2 3 , e :
)

2 \ / 、
J 沪产、

,
洲、 / 、

r 二 : 二: sin (e : , e 3 )
·

sin (”2 3 , e :
)

·

e o s (n (2 3一: , e ‘)= r 二: 、: sin (e 3 , e :

)
·

s in (”
。: , e Z

)

·

c o s (n ‘: 3 ) , , e ’)

(4
.

1 9 )
洲产、、

,

·

e o s (n (3 : ) : , e 么)

(4
.

2 0 )

由(1
.

5 )
.

考虑到合成剪应力的连比
,

则可得
:

/ 、 / 、 Z、

下二 , x 声 in (e Z , e 。)

1

了、 2 、 : sin (e , , e l )
1

了二 sx 3 sin (e ; , e Z
)

= K
‘

尹尸、、
J 产尹、卜 产沪

,
、、 产

沪

、
、

一 1
子洲、、 洲八、

sin (n Z。 , e , )
·

e o s (n ( 2 3 , , , e ‘) sin (n 3 , , e : )
·

e o s (n ( 3 , 。: , e Z ) sin (n : : , e 3

)
·

e o s (n ( 1 2 ) 3 , e 3 )

(4
.

2 1 )

或

丁x 皿x l
=

a

r x , x Z

刀

= T月, = K
护

其中
:

a
二二

/ 、

1
‘尸
尹卜、

‘

5 in (e Z , e 3
)

·

sin (”
2 5 , e x )

口

尸卜、
·

e o s (n (2 3 ) , , e l)

刀=
/ 、

1
洲沪尸、、

‘

尹尸、、 (4
.

2 2 )
5 in (e 3 , e *

)
·

s in (”
3一, e Z

)
·

e o s (”( , , ) : , e Z
)

V = / 、

_ 1
_

产尹、、 尸尸、、

5 in (e , , e Z

)
·

sin (n
12 , e 3

)
·

e o s(n 、, 2 ) 3 , e 3 )

此连比就称为上述微分平行六面体的边界条件
.

五
、

主 要 结 果 之 二

若选择任意三个斜交矢量为三斜坐标轴
,

而用 (3
.

2) 就可确定其对偶坐标轴
,

再由(4
.

14)

可得两个矩阵A及B
.

该两阵就是描述对偶空间中三斜结构的代数弹性运动的某些数学性质
.

若A + B = A B为真实的交换群
,

则至少存在一个非平凡子群为

A + B = A B = 0 (5
.

1 )
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因为任意群G 皆可以分解为两个子群 。及I
,

而该 I是以群本身为其平凡子群的
,

阵代数等式月 + B 二 月B可以写为紧凑的型式就是
:

r
月 0 二

叭 = } !

所 以矩

(5
.

2 )

显然
,

该。为 6 又 6的阵
.

令并矢
。‘

·

。 , 一 C 。S(。介
。 , )及 e ,

·

。、一 c o s(。 ,

窄
。
)是内积

,

且 采 用记
一

号

占‘, = e ‘
·

e , 及欠。= e 了
·

e 。〔“’.

注 意到
:

(i== j)
( l ) }占

‘,
1

‘

> 0 (‘笋 j)

( 2 ) 1创
*

l( 1 (对于一 切了= k及了笋劫

阵皿具有十五个待定的元素
.

其表达式为
:

d
: 1 d

s l

1 占3 2

占
2 : 1

〔0〕

(5
.

3 )

:
6 :

2

3
d盒

3

。
O
。
()

.生,�

1通

:
立.。O占

�母习�
们甘尸

IL

月.上比比

。On()

一

1
1..

es
..‘

‘‘‘
e

,

d

因此
,

C a u o h y 指出的六个方程
,

即三个张应变方程及三个剪应变方程
〔” ,

虽 然是不充

分的
,

但 C au
ohy 在弹性理论中所提出的15 个独立的弹性常数的论断是严格正确的

.

由此看来
,

我们最后确信以下两个重要的结果
:

定理 3 假如三维投影几何的组态满足边界条件 ( 4
.

2 1) 或 ( 4
.

22 )
,

则建立 C au
c hy六方程

如一黔
,

纽一

黔
十

一

黔
( 1。

,

,
,

、
3 )

对于阵 ( a (u
‘, “ , , “。) / 口(分

,

xj
,

妒” 的九个元素的表达就是完全的
.

证 如引进边界条件三个常数
,

则C a u e h y六方程表达阵( a ( u ‘, u , , u , ) / 口(二
‘, 、了, x 七) )的

九个未知数显然是充分 的
.

定理 4 设在矢量域中
,

点 x 上的三斜结构A (劝为仿射几何
,

而标量域笼分
,

xj
,

护 】1《

f ,

j
,

k成3} 及笼x
‘, x , , 二 *

】1 ( ‘,

j
,

k ( 3} 分别为A的逆变分量域及协变分量域
.

( i ) 若A ( x ) 的自然基及其互易基分别为 {e ‘, e , , e *
} l《公

,

j
,
左镇 3 }及{ e ‘, e j , e 为

!

1 ( i ,

j
,
儿( 3 }

,

则A恒有六个坐标轴
,

及六个应力函数
.

(i i) 若A (劝 的一切基的双线型是 6 x 6的阵叭
,

则该皿至少存在十五个待定的元
.

(ii i) 若给定 A ( x) 的边界连比
,

且 d e t叭= o (意即 d e tA = d et B 二 0) ,
则该三斜结构是

可求解的
.

证明 由 ( 3
.

2 )
、

( 4
.

3 )及 ( 4
.

1 4 )
、

( 5
.

3 )知 ( i )及 ( 11)部分是显然的
,

而部分 ( 111)待证
.

由

( 4
.

22 )知
,

假如给定三常数a
,

刀
, 下的值

,

则A (x )的边界条件就可确定
.

再由( 1
.

5) 及 ( 5
.

3)

的结果立即可知 d e t叭 = O可解
.

证毕
.
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Abstra亡t

T his Pa pe r 15 n e ithe r la u d a to ry n o r d e ro g a to r y b u t it s im p ly e o n t r a s ts w ith w h a t

m ig h t b e e a lle d ela s to st a t ie (o r s t a tie t o Po lo g y) P ro Po s it io n o f th e fa m o u s s ix e q u a
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tio n s
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