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摘 要

本文给出了变厚度圆柱形薄壳轴对称问题的一致有效渐近解
.

圆柱形薄壳在工程上得到极其广泛应用
.

等厚圆柱形薄壳轴对称问题早已 得 到 完 满解

决
.

壁厚按线性变化的圆柱形薄壳轴对称问题也已给出精确解
L‘’.

研究变厚度圆柱形薄壳轴

对称问题的论文很多
〔2 ’〔3 ’【‘’。

本文不同于以上论文 的方法
,

给出了变厚度圆柱形薄壳轴对称

问题的一致有效渐近解
,

其 中也包括等厚
、

壁厚按线性变化和壁厚按抛物线变化的圆柱形薄

壳轴对称问题的精确解
.

一
、

基 本 方 程

圆柱形薄壳轴对称问题的载荷
、

内力和中面角位移如图1
.
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h一瓦尹 的变厚度圆柱形薄壳(即圆柱形薄壳的壁厚是按抛物线变化的 )
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具有变厚度h二hm : 二
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,
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(2 )” a : , 。(之) ==

丫; , 。

(z )== 夕
: , 。(z )==

1

0

1
a

、 。 , 气2 ) 二二二

-
一
犷

4

d [护; , 2

(之) + 夕
, , 2

(z )〕 1

dz 4犷
〔p l‘· , ?

! , 2

“’

+ P : (之)丫
: , :

(2 )ld z + 去!
尸

:

(: )

d 护
,

.
2

(的
d 2

,

d , ,
.

: (之)

d 之
一 2““一 ’, ! , ! ‘: ,

}
z 一

加

a 2 2 (: )
一

, 2

(: )一

〔
p

l
‘: )一 2 : ·

一 ”“” 一 ’下1 , 2 ‘: )
〕
z 一

吕r

!
‘

妞
护, , :

(之)= 夕: , :

(2 ) ,
1 P

;
(2 )+ P : (之)

之” , 2 dz

1
a ‘

, ’‘+ , ‘之 ) = 一了
d

d 之
, : ‘, : (z )+ 下: , : ‘十 : (2 )〕

初印



变厚度圆柱形薄壳轴对称问题的渐近解
色仑

一飞l
’

〔尸: (: ): 1 , : 。、 2

(·) + 尸2 (: 冲
2 , : ‘+ 2 (·)〕J : +

夸{卫准t(乡

4 J 一 一

(3
.

1 4 )
l

,

r

l
se
..
l
.
l
.
we
..l..

+
。

P 一(么)a
, , : ‘(之 )一 2 2 件

d , 1 , 2 . 十 2 (之)

d 之

一 。:

一 : : , 2 , + : (: )
〕
一

”

a : , : ‘十 :

(之)二 a 一, 2 . + :

(之) 一[也
笋轰<些

一

+ 尸、(: )。 : , : ‘(: )

a 之一

2

翎,J.I

一 2 之件
d 夕

, , 2 ‘十 :

(之)
一 一万牙

-

一
一
一 ”之n 一 1 护, , 2 ‘十2 (2 )

一 门

护: , : ‘十 :
(之) 二

4

乒
/ :

!
’

{
p

l
‘: , a

l , 2

“‘ , + p
Z

‘2 , a Z , 2

“二 ,

+

苏
:·

: , : ‘
(·) + 、

, 2 ‘(·)〕
}多

+

雪l
d

Z甘、
, : 心(之)

d 之2

n工

之

, l
.J

+ P
:

(2 )夕, , : 。(之)+ 2
d a l , 2 ‘(君)

d之

: : , : ‘+ 2

(: )一 : , , 2 ‘十2 (·卜 [
一

邻乒剑
一

+ 尸
,

(·), , , 2 。

(: )

十 2
d a 、 , : ‘(之)

d 之

利用以下关系
:

击
(
。

认
: : “

〕
: 一

)
二 几之

几 / 么
J

_ 。 十 i

(
2 几

n 十 2

dJ
之

一

f + 下

翻 + 2
)

一dz
一一�

州
2.吸、

.

月j

l+

月

1
一 孤

J
2 几

元千泛
( 3

.

15 )

式中
: J一 千 ‘

翻 中 j(
2 凡

怜十 2

一

“

)是(
- n + 1

” + 2 )阶
B e s s e , 函数

·

由式‘3
·

6 , ‘3
·

‘, ‘3
·

‘5 , 得
:,

护

。一、
一

: R ·

护
1

卜
“

烈
。

认
·
号“

)

路勺�

之

+ “,
2

洲
“

恻从
十“, 尹

,

W飞北(

2几

牲十 2

一之 2
“

)〕
十

叹
“Z
H (
材

月 十 2

(者
2 ·毛

一

“

)

2 几

邓十 2
( 3

.

1 6 )

、卜少�、tlJ、、/ .
护

亩工
十

“
一省

一

。
‘m

{亡
:

卜H ( 1〕
,

幸
: (
。

魄
· : “ )

书姚粉

操(蕊
·

“

)}
+ 。

2

[
“ !
H

“

)}}

( 1 )
,

幸
: (

。

梦
2 · :一 )

ft.山

”2

啊W广广口丫石r
自

流
月

人
十+

“

)分别是第一种和第二种的(
一
艾均

阶 H a n k el九么n2

式中
:

H 劣
、 ,

. 十 落

1 2几

气科
2 二

“

)和畔: :群
2 ·



8 2 2 陈 国 栋

函数
.

3

3
.

2
.

1

在
n二

特解

P
;
(之)= 几 (: )二 0

o时
,

由式(2
.

13 )得
:

d
Z
日

d 之
2
一 + al 日 二一省

“‘“

! (3
.

1 7 )
d
“
U

一 j 下互一 一

十 a Z U 匕
“ Z 一

E 又尝(日一 日。 )

由上式得
:

d
Z

夕,

d 2 2
+ 护Y ,二 一 E 几: 日

二

(3
.

1 8 )

性一20

式中
二

, , .

E 「 /
了 ‘
二 U 一 ’ 2严LV

‘一 ‘
孔对扩

一 ‘O 么一 0

4刀
2
义」

。

上式有特解
:

(
S、·“·

{
“
。仍一几“d ·

J儿凡人E

一一一
�Y

一 e o s又之
。。 s‘n ““d “

) ( 3
.

1 9 )

对壁厚按线性变化的圆柱薄壳
,

有
a ,
= a Z

二 o
, 。 = 一泛

,

由式 ( 2
.

1 3) 得
:

‘

d
么
日

d 之
么

( 3
.

2 0 )

、,
澳
-

!
、了-

d ZU

d z Z

:
_

_ 一 弓
一

、: :
, 一 3 /

二
,

乙

毯 二 E 几忿之
: 8‘2 ( 0

2
一 0

2。 )

由上式得
:

d
“

护
2

d z ;
+ 矛之2 一 ”/ “

犷
。
== 一 E 之l之

2 一 ”, ,
日

2 . ( 3
‘

2 1 )

R秃E罕
式中

: 夕
2
= U :

一 :
一

。
: ,
几

2 = 一 2 5卢
2

例如
,

在压力容器中重要的载荷是气压p
,

即
: q :

= 一P
,

q’ = 0

PR
2

一一N

。一督
,

(卜
一

普)
* “1 1 / 4

那末
,
式 ( 3

.

2 1 )的特解是
:

犷卜一‘

穿
,

(卜 勃撇
1
1,4

对一些工程上重要载荷
,

如果可以写成
:

日. = c〔1 + f (
z : ) l ( 3 2 2 )

式中
: c是常数 , f (

: : ) = O ( 1 )
, 少 八之,

) 。
,

_
、 ,

、
, 、 _ _ _ 、 』二 _ ~

、, , L
.

、
、

‘ ~ ~ 。 ,

一滋f
址’口 戈1’特 式‘3

·

2 1’阴狩解肤为
几 阴贝认希教弧

’
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夕卜乙
。: ‘(‘2 )几

一 ‘

口. 0

将式(3
.

2 2 )和 (3
.

2 3 )代入式(3
.

2 1 )中
,

特解
:

(3
.

2 3 )

由久的同次幂的系数相等
,

可以求得一次和二次渐近

。
二

二
* .

E _

I ;
, I= I ;

, ,

一
’ 2刀

Z
d 。 (3

.

2 4 )

3
.

2
.

2
.

P
,

(之)今 0
,

P
Z
(z )今 O

,

且
a , 二 a :

二 a :

当
n = 0时

,

由式(2
.

13 )得
:

、

!l
/:

!少馨
十 〔· 十Pl(

‘ , ’。
一

4口
4 , , ; :

拍 人二LJ
乃

(3
.

2 5 )
d

Z
U

d 之
2 + [ a + P

Z

仕 ) ]U = E 几舌(日一 日。 )

如果有P
,

(2 )== O (1 )
,

P
Z

(: )二O (1 )
,

那么
,

第一次渐近特解满足下式
:

d
“
日

d 2 2 + a日 省
, : U ,

(3
.

2 6 )
d
“

U

d 之
2

+ a U 贫二 E 凡舌旧冷一 日
。 )

、
,

_

一 _
二 :

二
E ~

*

E 兄子 /
. 。

「‘ ~

上式有狩解
: 曰 币一 忿 石 。 : 廿下= 一

一 1
“

几sl n 几2 1 妙。 c o s凡之 a 之

乙尸 几 \ J

一
“:

{
‘
日。 S‘·“·d :

(3
.

2 7 )

我们可以用常数变量法来求得高阶近似的特解
.

,

一 _
, 、 , 、 _ ,

_

d气E 日, ) ~
_

‘

_ 。 、 ,

_ _
_ , 、 _

_ J , _ ,

_ _

如朱训IJ 有

习
乏f

一

“口‘1) , 刀卜么
,

一久相二探渐近特解是
:

一 ’

砂
(3

.

2 8 )仇O端
一 矛

一一一
E ~

、

。 获一’

丽
2 廿 i= U 丫

当
。

且
a = 0时

,

式(2
.

13 )变成
:

3一2

一一一

(3 2 9 )

飞
l
·、

(
!

d
“
日

d 之
+ 尸

l
(介 )日2 = 一

4刀
4

E

一
元 2 2 一 “/ Z

U

d
Z
U

d之
2 + P : (之

2

)U
Z
= E 之舌之

2 一 3 1 2

(日: 一e
Z。 )

如果O : 。也可以写成式 (3
.

2 2 )
,

且 P
,
(: :

)= O (1 )
,

P
Z

(:
:

) = O (1 )
.

我们将式(3
.

2 9 )的特解展

为几的负次幂级数
:

、
l
编
11

奎二乙 月
‘
(:

:
)几

一 ‘

‘一 0

(3
.

3 0 )了
.

11
创

雪二习 B ‘(2
2

)汽
一 ‘

‘一 0
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将式 (3
.

22 )和 (3
.

30 )代入式(3
.

2 9) 中
,

给出一次和二次渐近特解是
:

五 ~
‘ 二 , ‘ .

E ~ ‘

u ‘
, , 一 ’

劝
‘

一

卿 ‘
, ‘= U ;

, , 一 ’ 2刀
“ d 厂

, , 二 一 ’
2 仍

2刀
2 (3

.

3 1 )

本文给出的等厚和壁厚按线性变化的圆柱形薄壳轴对称问题的解是与5
.

T im os h n k o
在

〔1」中给出的相应解完全一致的
.

符 号 说 明

。 , a l , a : :

实常数
,

亡
, ,

亡
1 :

复常数
,

E :

弹性模量
,

h :

壁厚
,

q
: :

单位壳面面积上法向载荷力

R :

圆柱壳的中面半径

: :

从壁厚最大值处计算起经线长度

s0
:

从壁厚顶点处计算起的经线长度

h二
. 1 :

壁厚的最大值
, S

劣 , x = R

介, ,

壳2
,

人
。 : :

实常量

M
: ,

M Q :

经向和环向弯矩

N s ,

N o :

经向和环向内力

Q
s :

横剪力

价
:

单位壳面面积上经向载荷力

二。: 二 。 一

类
几

, “。: 经向和环向应变

J :

经线切线方向的辅角
, :

宇广I松比

“. ,

砂
,

N
: . :

分别是
“, x ,

N
s

在上边界处的该值

T im o she n k o ,

Y o r k (1 9 5 9、
.

B u s h n e ll
,

D
.

w ith r a p id ly

R e iss n e r ,

E
.

d r i ea l s h e lls
,
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