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摘 要

本文考察了一个三次保测度映象C
,

它亦是由H en on 映象扩充而成的
。

我们研讨了它的紊动现

象
,

并提供了由低维映象的紊动性来判定高维映象是否存在紊动性态的可能性
.
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许多物理
、

力学及天文等问题
,

均可归结为动力系统的研究
.

近二十多年来
,

对偶次维

的保测度映象巳有了大量的研究
,

在那里
,
人们可以运用K A M理论

·

典型的二次保测度映象是由H e n o nl ”研究过的
+ ;

== f(二
. ,

夕。

)

+ :

= g (劣
。 ,

y ”

)

其中f
,

g 为‘ , 夕的二次多项式
,
在保测度条件

口(f
,

g )
a (x

,

y)

的限制下
,

映象T 可具有下列形式
:

戈. , : = 劣 . C o sa 一 (y
。
一对 )sin a

y 。 十 : == 浑。sin a + (y
,
一劣: )e o s a

其中a为参数(0 < a < 劝
。

蛋 (1
‘

1 )

对奇次维的保测度映象而言
,

由于它的线性化映象的不动点常常是不稳定的
,
致使它的

研究比偶次维的有着明显的困难和差异
.

在文〔幻中
,

孙义隧在 (1
.

1) 式中加上了一个微小的

周期扰动
,
将 T扩充成某个三维映象必

,

然后采用数值分析的方法
,
发现它有某些与 二 维 情

况很相类似的性态
,

亦找到了这两者间的一些重要差异
。

显见
,
对同一个二维映象

,

可以按不同的途径去扩充成三维映象
,
利用这种手段

,

就能

尽量多地去揭示三维映象的各种新的性态
.

本文给出一个由T 扩充而成的三维映象C
.

以之为例
,
探讨了这个奇次维映象的紊 动 性

态
,
并给出了由低维映象的紊动性来判定高维紊动存在的准则

.
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二
、

映象C 及它的周期点的性态

我们考察三维映象C
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士甲一
‘

叉
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一t z 。 + x
二直戈

,

十义共十 之介 十 口

〔2
.

la )

〔2
.

lb )

(2
.

Ic )

显然
,

有

口(劣
。 十 : ,

夕
, 十 : , z 。 * ,

)

a (戈
, ,

夕。 , 之,

)
= 1

因而
,

映象C是保测度的
.

设 (二
。 ,

夕。
, : 。)是映象C的k(k = 1

,

2
,

⋯ )周期点
, 即映象C具有周期为k的轨道

(x
。 ,

夕。
, 之。)

,

(戈
: ,

g , , z ,
)

,

⋯
,

(x 卜
, ,

g 卜
1 , z 卜

l
) (2

.

2 )

我们有

定理 1 记

F (戈 )二 (1一 A sin a + Z e o sa )%

L (P
,

g
, r ) == P + (z + Z e o sa ) g + Q么sin a 一 r + D sin a

则点 (二
。 ,

, 。 , z 。)成为映象C的周期左点的必要条件是轨道 (2
.

2) 中每点的
、
坐标值适合方程组

F (劣
。

)= L (劣a 一 1 ,
x , ,

戈 2

)

F (戈
;
)== L (x

。,

义 2 ,

x 。)

(2
.

3 )

F (x 。
_ 2) = L (%卜

3 ,

%卜
, ,

F (x 卜
l
)= L (x 卜

2 ,
劣。 ,

工 ,
)

反之
, 若有一组

戈。,

‘ , ,

⋯
,

二卜
,

适合(2
.

3 )
,

则取

封。
= (x , 一 ,

一劣。e o s a )/ sin a

之。= 气戈1
一 艺笼 o C o sa 一川 s ln a 十 %卜

1 ) / s ln a

时
,

(二
。 ,

夕。
, z 。)必是C的周期k点

.

证 由(2
.

la )
,

(2
.

lb )可得

戈 , + 一c o sa + g , + lsin a “ x 。

(2
,

4 )

y 。
“ (‘

, 一 :
一 %

, e o sa ) /
sin a (2

.

sa )

l a )又有
: .

= (x
。 + :
一 Z x 二 e o sa 一此

sin a + x 一
:

) /
sin a (2

.

sb )

l e )有

有(2(2就由由

2 .

= 〔x
。一 : + (A sin a 一 Ze o sa )x 一 :

+ 义
.

+ D sin a 〕/
sin a (2

.

se )

于是
,

就得

(1一 A sin a + Ze o sa ) x .

= %
。 _ ,

+ (1 + Ze o sa )%
。 * 1

+ x 二
十 ; sin a 一劣

. + x + D sin a
(n == 0

,

1
,

2
, 寿一 1 )

,
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故若 (二
。,

, 。, : 。)是映象C 的周期k点
,

就必会成立 (2
.

3) 式
.

反之
,

在有关假设下
,

经不断迭代就有

y ,
= (劣

。
一 x 、e o sa )/

s in a

: ,
= (凡一 2二, e o sa 一 x 盆sin a + 二。) /

sin a

夕2 = (‘ : 一‘Z e o sa )/
s in a

之: = (‘
:
一 2 二 Ze o s a 一 二盆sin a + x l

) /
sin a

设若对k一 2成立

y卜 2 == (‘。
一 3 一“ , 一 : e o s a )/

sin a

二, 一 : = (二 , 一 1
一 Ze o s , , 一 :

一二笼
一 : sin a + 二。一 , ) /

sin a

就有

夕, 一 : 一‘。一 2 = (一 x , 一 ; + ‘。一 Ze o sa + x 蕊
一 Zsin a )/

s in a

于是可算得

夕卜 , = (‘ , 一 2一‘ , 一 le o sa ) /
sin a

, 一‘= (二
。
一 2二 , 一 , e o sa 一二是

一 , sin a + x 一
2

) /
sin a

最后
,

顾及 (2
,

4) 式就有

戈。= x 。一 : e o sa + 戈是
一 , sin a 一 (g , 一 ;

一 2 , 一 : )sin a

= X 。

g 。= x 。一 , s in a 一畔
_ : e o s a + (y一 ;一 之, _ : )e o sa

= y o

2 * = A 戈 , _ , + %袭
_ :

+ : 。 _ ; + D

= 之。

藉助定理1 ,
我们有下述推论

:

推论 1 设(x
。,

y 。, 二。)是映象C的不动点
,

则它适合方程

戈含+ A劣
。
+ 刀= O

证 这时
,

由定理 1可得

X 君sin a + X
o
A s in a + D sin a = 0

且口

X 吞十 A X
。
+ D = O

显见
,

不动点存在的必要条件是A
Z

) 4 D
.

推论2 若 (x0
,

协
,

礼 )是C的周期2点
,

则

(2
.

6 a )

(2
.

6 b )

(2
.

6 e )

(2
.

7 )

戈。
, l = 一

、
a

c o t
百 工

e o tZ

旦一 D
2

A
_

.

_
.

_ _
午

卜

玄时
, 则介

,

为同 于一维映象
口一2

C O当

X = f
:

(x )二尸%“十伽 + R (2
.

8 )

的周期2解
。

此中



程 宝 龙

P 一 (Z e o t
a _ A )一 1

2

Q二 ZP c o t

R 二 尸D

a

2

证 由定理 1可得

誉
一 “sin

一

梦)
与一 2 / 1

一 梦
+ /

梦
+ D s‘“

一

梦

a
刀 .

a 、 _ a

玄一 六
s‘n 乏

一

)
x ‘= “x 。 “0 5

一

2 一 x 石“‘n 爹
+ D S‘n

苦

(2
.

g a )

(2
.

g b )

由这些就导出本推论的全部内容
.

可 以断言
:

( 1 ) 当c o ta / 2 一月/ 2 时
,

由(2
.

7) 所确定的映象C的两个不动点恰好就构成了 C的周期

2 解门轨道
.

若D 二 c ot
Z a
/ 2

,

则 (2
.

8 )的周期2解不存在
.

a
�
O白

么儿L
C O

才比gd

一

口2( 2 ) 当A〔 ( Z e o t 2 。。t
笔一 ( 4

e 。,
“ 一

冬、z (
1 + 斌万 )〕时

, ( :
.

8 ) 式总 有
石 、 ‘ /

周期 2 解
.

事实土
,

对情况 ( 2 )
,

我们作变换

X 二 R 一X
尹 * = 一口x 产

/ 尸

( 2
.

8) 式就改写为

X
产
二只

产% 产

( 1一 % 产

)

此中

几
尹
= Q粉尸

显见
,

若兄
‘
〔( 3 , 1 + 斌万〕时

,

对任意的初值
,

总会有周期 2解
二。,

二 , .

此时就有

二。 , t
= [1 + 久

尹

士斌石千厌矛)(刀 一 3 ) 〕/ 2之
尹

推论 3 ( z )若S
,
= ( 1 + Z e o s a 一月s i n a ) = o ,

则映象C没有周期s点
.

( 2 )若S
,
姜 0 ,

记

S = s i n a
/ S

;

T = ( 1 + Z c o s a ) / 5
1

U = D s i n a
/ S

,

则映象C 的周期 3解的
二坐标值相同于一维的二次函数

X = f
Z
(劝 二 S尹 + T 二 + U

的周期 3解
.

( 3 ) 当

A = [ ( 1 + 斌百) ( 1 + Z e o s a ) s i n a

一 ( 1 + Z e o s a ) “〕八 1 + 斌百 ) s i n Za

时
,

八(劝必有周期3解
.

证 (1 )若S
,
= o ,

则由定理 1知
: 二。

,
二 , ,

介必须同时适合一维的二次方程

S 义“+ T 戈 + U = 0

( 2
.

1 0 )

( 2
.

1 1 )

( 2
.

1 2 )
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然而它不能具有三个不同的实根
.

( 2 )若5
1
今 0 ,

就有
% 。
二 S戈圣十 T % , + U

戈 l
= S对 十 T % :

+ U

% :
~ S %忍+ T % 。

+ U

这证实了结论
.

( 3 )我们作变换

尤一U 一X
。

% = 一 T 二
“

/ S

(2
.

7) 式就可改写为

尤
“
= 之

“% “

(1 一 , “
)

此处

元
“
= T

Z

/ S

对这著名的虫口方程
,

已知在 又
“
二 1 + 刚 8

一

时将存在周期 3解
.

(2 1 3 )

三
、

讨论和进一步的命题

由推论 3得知
:

只要映象C 中的参数且作适 当的选取
,

将此映象限制在X 轴上时必具有周

期 3解
.

基于Li 一Yor ke
〔“’的著名论断

:

周期 3意味着紊动 ! 顾及映象C 中的 夕, 二轴方向的运

动可 以由二轴方向的运动性态来表现
,

于是
, , 和 z轴方向上亦将具有二 轴方向上的相同性态

.

从而三维映象C将呈现出与二轴方向上相类似的性态
.

一般说来
,

我们有

命题C
。

对映象C
: :

、,产曰.土

.

八j
Zt、

X 委
+ l
二f

,
(X 盖

,

X 二
,

⋯
,

尤 几)

尤二
+ :
二f

:
(X 盖

,

尤盖
,

⋯
,

X 二)
(1( 汇< 二 )

X 孟
十 ,

== f
‘(X 盖

,

尤二
,

⋯
,

X 二

fse!l少、llest

C

它若能经非奇异变换后
,

改写成C
: :

X 乏
十 ,
“F

:

(欢
十 ‘,

⋯
,

尤

C
:

X 离
十 ,
“F , (X 二

+ 1 ,

⋯
,

X 二)
(1 ( j< 坛) (3

.

2 )

二X

+
.

,

⋯
t

X�Y一一��
十十�X...Y

、111.、

若在f一j维空间中映象C
Z

具有紊动性态
,

则可去推断映象C
,

亦将具有类似于 i一 j维空 间中日U

那些紊动性态
,

因为这时的C ,

只受 i一j个独立变量的控制
.

当‘一了= 1时
,

我们能籍助 L i
一

Y or ke 的结论简捷地去断言一维映象紊动性的存在
.

对于

一般的j值
,

本命题提供了用低维映象的紊动来判定高维映象是否在紊动现象的可 能 性 (例

如
:

S
,
= o时

, C必无紊动现象)
.
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