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摘 要

本文结合使用 M ic玩 n 环形域级数解及单裂纹解
,

导出了外边界被加劲的空心圆柱的径向裂

纹积分方程
,

进而分析了加劲薄膜对裂纹应力强度因子的影响
.

文中给出了若干数值计算结果
。

引 言

内边界被加劲的空心圆柱的径向裂纹问题
,

已由文【1 〕作了研究
。

本文进一步研究外边

界被加劲的情形
.

利用 M ic h e ll 解
【2 ’及单裂纹基本解

,

在对加劲圈作了薄膜的假定 后
,

导

出了问题的积分方程
.

其中除柯西核外
,
还有一个 以无穷级数表 示 的 Fre d hol m 核

。

在某

些特殊情形
,
通过级数的极限运算

,

后者还可以有限的闭合形式给出
.

为了说明 结果 的 应

用
,

文中使用数值方法
,

计算了内裂纹的应力强度因子
,

在外边界无加劲的情形
,
得到的结

果与文献【1
,

3] 相符较好
.

对于裂纹与加劲薄膜接触所引起的应力奇性
,
可与文【1 〕一样通

过渐近分析求得
,

本文由于篇幅不再重覆
.

二
、

单 裂 纹 解 与M ie he ll解

为了后面使用
,

这里直接给出二组基本解答
〔‘, “’。

1
.

单裂纹解

在极坐标系(r
,

0) 中
, 若记无限域上 (图1中b” oo 而得的域 ) 一径向裂纹 (e

,

动的周向位

错密度函数为
:

, (: )一

屏
〔。。(r ,

+ 。)一 。, (r
,

一 。)〕
(e < r < g ) (2

.

1 )

式中
“。(r

,

士0) 为裂纹(“
,

g) 上下岸上的周向位移
.

则此裂纹在无限域中产生的极坐标应力分

量由以下公式给出“
’:

a , , ,

(r
,

0 )= 一
2召

兀 (付 + 1 )丁「
上
恻二耸只绝拜罗

L r “ 叶
.

了- 一 Z r不C O S 口

Zt么sin
“
0 (r e o s口一 t)

(r Z + tZ一 Zrte o so )
:〕f
“ ,“‘

(2
.

2 )

,
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a : , o (r
,

0 )=
2拌

兀(衬 + 1 )

sin 口(Zte o so一 r ) Ztsin o (r e o so一 t)(r一 te o so )

子z--+ 产一 Zrt c o so 一 飞于
2

干
一

护一2--r 瓦6 50 )恋
一

‘〕f
“’“‘

(2
.

3 )

r..L口口.r.沙

a 一。e(r ,

0) == 一
2拼

汀(付+ 1 )

Z e o so(r一 te o so )+ r e o s o一 t

r Z
+ 矛“一 Z r 矛e o so 一

2 (r e o so一 t)(r一 teo ss)
2

(r 么+ t , 一Zr te o so) 2 〕f
“ ,“‘

r.ee.L口已夕性..J

(2
.

4 )

式中拼是剪切弹性模量
, 、= 3 一 4v为平面应变

, 、二(3 一v) /( l + v) 为平面应力
, ,
为泊松比

。

为了能与 M ic he ll 级数解配合使用
,

解决本文提出的问题
,
这里给出圆周

r = a 及 r = b

上的应力级数展式
:

a l , 。(a ,

8)=
拼

汀 (“ + 1 ){
“

艺
,

。
(, )sin n

盯(‘, d ‘
(2

.

5 )

a , , ,

(a
,

0 )= 一
召

汀 (衬 + 1 ){
“

艺
。

,

(才)。o s n
oj (‘)d ‘

(2
.

6 )

及

a , e e (b
,

0 )= 一
拼

汀 (衬 + l ){:象
C

·

“,

一
““‘’d ‘

(2
.

7 )

a , , o(b
,

0)==
拼

兀 (衬 + 1 ){
“

艺D
,

(才)sin n“z(‘, d ‘
(2

.

8 )

a , , ,

(b
,

8 )= 一
拼

汀(g + 1 ){
“

艺
:

,

(, )c o s no , (‘, d ‘
(2

.

9 )

其中系数 A
.

~ E
。

由以下公式给出

”
。

一圣
,

C0 一E0 一刹钓
A l

一
B

l
一

;(了)
’ ,

C
l
一

孟「
2 + 3

(舌)
‘

〕
D 玉

一
E ! 一

去1
3

(
一

否)
’
一 2

}

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2)
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当n ) 2时

A
。
= ;l

·

(了)
“
“ 一 ‘一

2 )

(了)
” 一 ‘

〕
,

。
。

-

含l
‘·+ 2 )

(云)
”“ 一 (一

2 )
(; )

” 一 ‘

〕
,

l(梦)
“

“ 一

(了门 (2
.

1 3 )

C
.

D一去「
‘· + 2 ,

(
一

总)
”

“
一(吾)

” 一 ‘

〕

凡 一

宁卜(; )
’
“ 十

(妇
” 一 ‘

〕
2

.

Mie hell 解

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

若图1环形域内外周界(r = a
及

r = b) 上作用的外载与极轴 O% 对称
,

且外载的主矢和主矩

为零
,

则域 中的应力由 M ic h e ll 解给出为
:

a Z , ,

(·
,

“卜{:{黔
+ 2 ·。+

(
一

书
上 + Zd ! ·

)
。。 5 “

一

成
〔

一
+ “

.

(一
2 )二 +

一
+ d

。

(·+ 2 )一〕。。S·”

}
了(才)d 才 (2

.

1 6 )

a Z , 。(·
,

“卜{:{(
一

节
‘ + 2 d l·

)
5‘·“

+

鑫
〔

一
+ “

····

一
“
一“

一
“5‘二“}“

‘,“‘
(2

.

1 7 )

a : 。·(·
,

。)一

J:弋
一

:
:

一

+ 2 ·
。
+

(鲁
+ 6 d l·

)一
“

+

获
〔

一
’+ “

·

‘· + 2 , 二 +

一
’+ “

·
‘一

2 ,一〕一“

}
“‘,“

“
2

·

“ ,

以上公式中系数a. ~ d
,

是变量 t的待定函数
, 它们由具体问题的边界条件确定

,

下节讨论图 1

所示问题的边界条件
.

三
、

边 界 条 件

现在考察图 1 所示空心圆柱
,

它的内外半径分别为
。和 b

,

裂纹(e
,

g) 沿径 向
,

圆柱外壁

由薄膜加劲
,

其厚度为h
.

因为这里只考虑裂纹端点的应力奇性
,

故假定裂纹上下表面 作 用

有对称的法向张开载荷 q (r )
,

除此而外
,

圆柱不再承受其他外载
.

此时
, 圆柱中的应力可由

上面给出的二种解组合得到
,

即总应力为
:

a ‘, (r
,

0)= a , ‘, (r
,

8) + a Z , , (r ,

口) (泣
,

j= r J

口) (3
,

1)

于是
,

问题的边界条件为
:

a ; , r

(a ,

0) + a Z , ,

(a
,

口) = 0 (3
.

2 )

J 、一。(a ,

0 ) + a : , e (a
,

0 )二 o (3
.

3 )

a , r ,

(b
,

0 )+ a : r 护
(b

,

8) = P
r

(0) (3
.

4 )

a , 一e (b
,

0) + a Z , 。(b
,

口)= P
。
(0) (3

.

5 )

在裂纹(e
,

刃上应满足以下条件
:
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a le , (r
,

土0 ) + a Z e e(r ,

士0 )= 一 q (r ) (e < r < g ) (3
.

6 )

以上公式中
, P

,

(幻和P。(0) 为圆柱外壁加劲薄膜对圆柱产生的径向和周向约束载荷
,

由薄壳

理论求得为
:

P
r

(0)= 一几a e。(b
,

0 )
,

P e(0) = 几
口a , e (b

,

0)

日0
(3

.

7 )

式中

hE
。

万石一E
o

vh
(平面应力 ) (3

.

8 )

E 。(1 一 v Z

)h

百石(1 一 v Z )一E ovh(1 + v )
(平面应变) (3

.

9 )

‘11、少万weIweL

一一
.

几

将上节给出的应力代入边界条件(3
.

2) ~ (3
.

5 )
,

则得未知系数‘~ d
.

满足的代数方程组

争
十 2 : 。

一
“

。,

急
十 2 , 。十“

(
一

令
2 , 。

)一
“

。
一
Ac0

一瞥
+ 2‘

!。一A
: ,
一

忿
: + 2 。:

一
。

,

(3
.

1 0 )

梦
+ 2“

1
“一 只

(
一

梦
‘ 一 6“

1
“

)
一马一脸

,

一

势
+ 2‘1“+ “

(鲁
= 一 E l一 几C

,

(3
.

1 1 )

十 6。: b

)
(3

.

1 2 )

当
”》 2时

a ” 一“a ,

+ n a ”

刀
,

一 a 一 ” 一 “? 。
一 n a 一 “

d
。
= A

,

a ” 一 Za ,
+ (n 一 2 )a ”

刀
, + a 一 ’ 一 2 , , + (n + 2 )a

一 ”
己
。
二 B

.

b卜
“a 。

+ n b
”

刀
,

一 b
一 ” 一 2 ?

,

一 n b
一 ’

d
。

+ n 之[ b
” 一 “a 。 + (, + 2 )b

”

刀
。 + b

一 ’一 么
,

,

+ (”一 2 )b
一”
占
。

〕= D
:

一 n 几C
n

一〔b
”一 “a 。 + (。一 2 )b

”

刀
。

+ b
一 ” 一 2 , 。 + (n + 2 )b

一 ”

6
,

〕+ 元〔b
, 一 Za

,

+ (n + 2 )b
,

刀
.

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

+ b
一 ”一 2夕

。

+ (n 一 2 )b
一 ”

d
,

〕= 一万
,

一之C
-

(3
.

1 6 )

式中

汀(仔 + 1 )

拼

a , ,

刀
。
= 一

兀(衬+ 1 )

拼
(3

.

1 7 )

兀(忙 + 1 )
物= 一 不一

、
汀 (化 + 1 )

C . , 0 .

= 一
- - - - -

-
- - -

一一a . (3
.

1 8 )

此外
,
由公式(2

.

1 1 )和(2
.

1 2) 知
,

方程 (3
.

1 1 )和 (3
.

1 2) 只给出二个有用的独立方程
,

因而上

面的系数方程组(3
.

1 0) ~ (3
.

1 6) 是可解的
,

其结果如下
:

刀
。=

甘。=

夕1
=

占: 二

2 a 2

(1 + 几)b
Z
一 (1一久)a Z〔

(卜、)才一 (1 + “)

叮〕 (3
。

1 9 )

1 一几

(1 + 几)b
Z
一 (1 一几)a

Z(
, 一

万) (3
。

2 0 )

a 4

(1 + 3之)b
4
一 (1 一之)a

4 l
3 (1下又)t三一 (l+ ‘)b

’
-

艺

(l一 3凡)b
4

Zt么 」 (3
.

2 1 )

1

(l + 3之)b
‘
一 (1一凡)a

4 〔
3 (1 一几)t

艺

2
一 (1 + 几)b

艺
一

(1一 凡)a ‘

2 t 2 〕 (3
.

2 2 )
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以及 (n》 2 )
:

a ,

= 一 (n 一 2 ) t
‘一 ”

+ (一
。) a 一 2 ” ?

。

一 n Za 一 2 ” + 之
d

,

(3
.

2 3 )

刀
,

= t一卜
‘+ a 一 2

卜
2 ,

。

+ (n + 1 ) a 一 2 ”

占
。

(3
.

2 4 )

?
,

= A
,

/ 八
,

d
,

一△
2

/ 八 (3
.

2 5 )

其中

A ,
“ 2 (n + 2 ) t

. + ‘

[一 n ,
(1 一只)a

么一 么”

b
一 ‘+ (n

匕
一 1 )(1 + 元) a 一 2 ”

b
一 2 + (1 + 之一 2几n )b

一 “, 一 2

三

+ 2 n 2
(n + z ) t

” 一 ‘a 一 “”

〔(l十兄)a
Z
b

一 “
一 (1 + 3只)〕+ Z n Zt

一 ” 一 ‘

仁(z + 只+ 2 只n )a
Z 一 “”

b
Z
十

之

一 (1 + 3几)」+ 2 (n一 2 )(n + 1 ) t
‘一 ”

【(1 + 几)b
一“
一 (1 + 只+ 2几n )a

一 “”

b
Z , 一 “

〕 (3
.

2 6 )

△
2
= 2 (n 一 1 )(n + 2 )t

介 牛 ’a 一 “.

[ (1 一几)b
一 ‘
一 (1 + 几)a

一 Z
b

一 “

〕+ Zt
” 一 ’a 一“”

仁(1一 n Z
)(1 + 几)b

一 2

+ n Z
(l + s几)a

一 2
+ (一 l一 凡+ 2 几n )a

Z “

b
一 2 ” 一 2

」+ 2 (n 一 1 )r
一 ’ 一 ‘[ (l + 之)b

一艺

一 (1 + 几+ 2 几n )a
一“”

bZ” 一 “

〕+ 2 (n 一 2 )t
‘一 ”

[ (x + 几+ 2元” )a
一 “ , 一 么

b
z ” 一 “

一 (1 一之)b
一 ‘

〕

(3
.

2 7 )

么= 一 2 (1 + 之+ 2之n )a 一 ‘”

b
z ” 一 “

一 4 (。
2
一 1 )(1 + 几)a

一 2 ”

b
一 2 + 2 0 2

(1 + 3之) a 一 乙
卜

2

+ 2” 2
(1 一 几) a卜 2 ,

b
一 弓
一 2 (1 + 之一 2元n )b

一 “
卜

“
(3

.

2 8 )

在以上各系数得到以后
,

原级数中的系数‘~ d
。

便可由公式(3
.

1 7) ~ (3
.

1 8) 求出
,

然而要求

出域中的应力
,

还必需求出位错密度函数j( t)
,

这可使用裂纹面的载荷条件(3
.

6) 确定
.

四
、

积 分 方 程

让总的周向应力a 。。(r
,

的满足裂纹面上给定的载荷条件 (3
.

6 )
,

便得到未知函数f(t) 满足

的积分方程为
:

{:忽dt+ {:K(
一 ‘) , (‘)dt 一 叮

岁
’

丁:
f“,“‘一K

。

q (r ) (4
.

1 )

(4
.

2 )

式中K
。

为一 常数
,

对于内裂纹
,

由位移单值性条件知 K
。
~ o ,

积分核 K (r
,

t) 由下式给出
。

K(r
,

,卜 异
一 : 。

一
片
一 3‘

1·

一

告鑫
「

一
+ 刀

·
(· + 2 )二 + :

一
+ 。

。

(一
2 )r

一
4

.

3 )

对于内裂纹而言
,

核K (r
,

t) 是连续的
,

因而积分方程(4
.

1) 是一柯西型奇异积分方程
,

可使

用数值法 ‘“’
求解

。

在求得未知函数f( t) 后
,

回代
,

即可求出区域 中的应力
,

于是裂纹端点的

应力强度因子按下式确定
:

儿(e )= 1im
_

心 2 (e 一 r ) J 。。(r
,

0 )
,

k (夕)= 11现
+

斌 2 (r 一 g ) a o e (r
,

0 )
f 一

‘

少 即

(4
.

4 )

五
、

特 殊 情 形

对于图 1 所示的空心圆柱
,

若令外半径趋于无限大
,

则问题退化为无限平面上具有一个

中心孔的问题
,

此时积分核由 (‘
.

3) 作极限运算得到
:
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K
:

(r
,

t) = 万汀 + 沪产一

a 之 a ‘

孟鑫I
(一

2 , ‘
· + ‘,

(井)
. ,

:

一 (犷;)
”

一

龚
+ (一 2 )(一 , )

(并)
’

{
一 (一 2 )

2

(黔)
’

;〕 (5
_

1 )

利用以下关系
:

2 戈 2
.

%

一 二丁一一
~

一
~

万 , . 卜 万二
~ 一
奋 ,

一 X

气1 一 X )
一

气l 一 X )
-

(5
.

2 )

乙 (n 一 2 ) (”+ 1 ) x ”

=
2戈s

(2 一劣 )

(1 一 x )
3 (5

.

3 )

乙 (。一 2 )(n 一 1 )x
”

=
2 x 3

(1一 x ) 3 (5
.

4 )

一
, 。

2 x 4

吸n 一 艺)
一

x’
’

二
~ 只一

.
一

二 ‘ 十
叹1 一劣 )

-

义3

(1 一戈)
“ (5

.

5 )

祠阅乙间

以上公式中 }川 < 1 ,

K l (r
,

t) =

在注意到梦/r t< 1后 , 积分核(5
.

1) 便有以下有限闭合形式

(t
3
一 a Z

)a
Z

一 l (rt 二了户

t (tZ
一 a Z )

十 一
于 升冲

万
八

气r丁一 G 一
)

-

+ 二
一

灸一
, + ““

丫
一蛇一,

r 石we G 一 r 一‘ r 一 r
(5

.

6 )

上式与文仁6 〕用不同方法得到的完全一致
.

若作以下变量代换
:

t二 a + 止
, r = a + g (5

.

7 )

再令
a
趋于无限

,

则对核(5
.

1) 求极限后
,

便得以实轴O x
为半平面边界

,

裂纹在 0 9 轴上时的

积分核
:

K Z(夕
,

二)= 一

这与文〔i 〕的结果完全一致
.

4夕2

(互+ 夕)
3 甲

6夕

(雪+ 夕)
2 (5

.

8 )

六
、

数 值 结 果

为了考察加劲薄膜对裂纹应力强度因子的影响
,

这里作了若千数值计算
,

结 果 列 于 表

l一 2 :

表 1 凡= o时的应力强度因子秃
.

(e)
,

掩
.

(g )比较(a / b二 u
.

5
,

(g 一 e )/ (6一 a )= 0
.

5)

f二
“

U ~ a

k补(e ) 九怜(g )

本文

人朴 (
e
) 左补(g )

文〔3 〕

.

2 43 5
.

1 905

.

1 75 0
.

176 6
.

18 8 8

。

2 2 61

1
.

2 10 4

1
.

1 66 3

1
.

2 1了5

1
.

2 5马4

1
.

2 8 9 6

1
.

4 0 2 .

1
.

2 4 14

1
.

1 9 29

1
.

1了3 6

1
.

1 74 4

1
.

1 93 6

/

1
.

1 75 5

1
.

17 77

1
.

1 98 0

1
.

2 3 91

1
.

3 11 8

/

k 赞(
e
) 左. (g )
文 [ 1 〕

1
.

1 9 88 1
.

17 5 4

1
.

1 5 17 1
.

17 6 0

1
.

13 3 1 1
.

1幼5 1

1
.

172 7 1
.

23 0 3

1
.

1 893 1
.

2 912

1
.

2 2 63 1
.

4 0 3 3

15202530肠切
�UnUn�n�盔UnU

t在 ] 为
.

(, ) 一 ‘( e ) / (八了 (百二硕
矛: 一 )

,

‘
.

(夕) = k (夕) / (九斌 (夕介 )/ 2 )
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表 2 应力强度因子 k .

(e )
,

k .

(g )随 几的变化(a / b = 0
.

5
,

(夕一 e )/ (b一 a )= 0
.

5)

乏一
a

口 ee 口

几= 0 几= 0
.

2

0
.

1 5

0
.

20

0
.

25

0
.

3 0

0
.

3 5

0
.

4 0

k苦(e
)

1
.

2 43 5

1
.

1 90 5

1
.

17 5 9

1
.

17 6 6

1
.

1 8 88

1
.

2 2 6 1

h苦 (g )

1
.

2 1 04

1
.

1 6 63

1
.

2 17 5

1
.

2 5 94

1
.

2 89 6

1
.

4 0 2 9

左圣(
‘
)

1
.

4 53 2

1
.

3 636

1
.

2 9 75

1
.

2 2 19

1
.

14 7 2

1
.

0 6 6 6

h井(夕)

1
.

3 1 6 8

1
。

2 2 0 2

1
.

1 7 8 6

1
.

0 5 6 6

0
.

9 3 1 6

0
.

7 7 13

几= 0
.

5

人势(e ) 左份(g )

1
.

3 4 4马 1
.

2 16 5

1
.

2 4 5 9 1
.

10 82

1
.

1 8 1 1 1
.

0 695

1
.

12 6 5 1
.

0 17 9

1
.

0 7 5 8 0
.

04 6 0

1
.

0 2 44 0
.

84 4 7

[注〕 ‘.

(e ) = k(e )/ (八了 (夕二百功
一

) ; ‘.

(夕)= k(夕)/ (夕
。
了 (万二可7厄)
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