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摘 要

本文获得了求解中心承受集中载荷的圆板大挠度问题迭代解析解的递推公式的计算 程 序
,

使

之能便于计算执行
.

同时
,

通过对此方法收敛性的研究
,

得到了关于载荷值 P 收敛的一个上界值
.

这为解析电算法的应用提供了一个有用的判据
.

一
、

引 言

1 9 8 1年
,

叶开沉
,

顾淑贤〔‘’
在研究均布载荷作用下圆底扁薄球壳的非线性稳 定性 问 题

时
,

首次提出了解析电算法
.

这一方法是在给出迭代解的一般形式后
,

将逐次迭代求解与计

算机相结合
,

从而解决了以前由于计算量太大 以致难以进行求解的困难
.

从理论上讲
,

在收

敛范围内
,

只要计算机的容量
、

速度许可
,

就可使计算达到任意请度
.

然而
,

要想准确地从

数学上得到由此方法求得的解的收敛半径
,

还存在着许多困难
.

文 仁2 〕曾讨论过均布载荷作

用下圆板大挠度问题的迭代算法 的收敛性问题
.

文〔3〕通过证明迭代函数序列的一致收敛性
,

得到了圆薄板在中心承受集中载荷作用时的大挠度问题的精确解
.

但该文只是给出了收敛域

的充分条件
,

即在此收敛域外的 P 值还可能存在着收敛情形 (这可以从数值计算的结果上看

出 )
,

因而判断其 夕的收敛域的上界值还是相当必要的
。

这样
,

可避免一些不必要的盲目计

算
.

本文不仅得到了用解析电算法求解中心承受集中载荷圆板的大挠度问题的计算程序
,

而

且也给出了关于 P值收敛域的一个上界值
。

从而为应用解析 电算法求解提供了一个有用的判

据
。

二
、

数 学 提 法

中心承受集中载荷的轴对称圆板的大挠度方程
,

即卡门方程为
:

。 d / 1 d d 田 、
、 :

d 叨
.

尸

刀
一

而 娇 己于 r 一己于夕= z v ,

刁衬 十 乏元卜

.

中国科学院科学基金资助的课题
.
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经过无最纲化处理后
,

方程 (1
.

1) 变为下列独立形式的微分方程组
:
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,
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拼
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.
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、
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3) 式对应的积分方程组为
:
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G 勿
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此处所用符号的意义和无量纲参数如下
〔毛’:

D
:

板的抗弯刚度 ;
砰

:

板的挠度 ; P
:

作用在板中心处的载荷值 , N
, :
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圆板的半径 ; E
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三
、

迭 代 解 的 递 推 公 式

依 ( 2
.

4) 式
,

取其迭代算法为
:
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,
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⋯
,
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文〔3〕中已证明了这种迭代算法的第
, 次迭代函数结构的一般形式为

:
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从而可以求出
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落= 。 j , O

再由( 3
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注意
:

这里用到下面的二个关系式
:
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其中i
,

j
,

阴
, n
均为正整数

.

这样就得到第 (n + 1) 次的迭代解
.

重复上述过程
,

由 ( 3
.

6) 一 ( 3
.

13 ) 即可得到任意阶的

迭代近似解
.

在求得了第
n 次近似解甲

。

(妇
, s ,

(妇后
,

挠度
、

板内径向应力和弯曲应力的计算公 式 推

导如下
:

由文〔4〕和 ( 2
.

7) 式知
:

中面径向拉伸应力的无量纲形式为
:
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二
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当夕= 1时
,
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.
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.
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:

中面边缘径向拉伸应力的无量纲值为
:
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s
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由夕= 0时
,

中面 中心径向拉伸应力的无量纲值为
:

:
留
’(o ) == B {合

’ (3
.

1 8 b )

由 牙

(3
.

1 7 )式为
:
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则有平板凸面边缘径向弯曲应力的无量纲值为
:

(3
.

1 9 )
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,

:

留
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.
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, ,
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,

得
:
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当 , = O时
,

平板中心无量纲形式的挠度值W
。
为

3 浦
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, (一 1 ) J十 1

.

fj
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.
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‘. l j一 o

依 (3
.

6) 一 (3
.

1 3) 式
,

可编制出中心承受集中载荷的圆板大挠度问题在各种边界条件下

的计算各次迭代解析解的通用程序
.

可 以证明
:

应用积分方程导出的关系式 (3
.

6) ~ (3
.

1 3) 较之于通过边值问题形式导出的

关系式简单
,

且少一层嵌套的求和号
,

这样可以大大节省计算机的运行时间
.

四
、
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结论
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,
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,
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:
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。
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2 , 十 2

(g )》0 (4
.

1 4 )

从(4
.

2 2 )一 (4
.

1 4 )式得到
:

当k = n + 1时
,

结论

中: * , :
(夕)( 沪2。一 , (夕)( 0

,

切。。十 2

(夕)》甲2。(y )》 0

成立
.

从而依数学归纳法原理
,

证 明了当P> P ma
x

时
,

结论对任意的正整数 k均成立
.

证毕

推论 从 (4
.

1 )
,

(4
.

2 )不等式可见
,

当

P> P。
。 x

= m a x

0 ‘犷( I !贝撰韶
夕

一

!
一

‘

时
,

迭代函数序列 {切
”

(妇 卜以两个单调子序列分别朝正
、

负方向增加
.

因而迭代函数序 列

{尹
.

(夕)}不收敛
.

依圆板的大挠度情形
,

在弹性范围内
,

根据其受载情况
,

在此物理背景下是不可能产生

挠度在正
、

负值间跳跃取值的失稳现象的
.

这样
, 就意味着在给定的载荷情况下

,

变形是朝

一个方向进行的
.

此外
,

由于州妇函数是挠度的导数d 二 / d g 与夕的乘 积
.

于 是 , 当 州y) ) o

时
,

其挠度均为负或零值
.

各种情形对于受铅直方向载荷作用的板
,

不是沿力的作用方向发

生挠度
,

而是相反方向的变形
,

这显然是不合乎问题的要求的
.

当叫妇 ( O时
,

挠度的导数

小于零或等于零
,

于是挠度值在〔o
,

1〕内大于零或等于零
,

这样的解才合乎物理背 景
.

在 上

述迭代序列中
,

分别出现上述两种情形
,

显然是算法失效
.

这样
,

我们就得到了卡门方程应

用解析电算法求解时
,

其解的收敛的一个上界值
.

这对于依此方法来求解大挠度问题
,

无疑

是给出了一个有用的判据
.

五
、

结 论

本文得到了中心承受集中载荷的圆板大挠度问题的迭代解的解析式的计算程序以及其最

大收敛半径Pma
x .

即
:

收敛域可能是o( P( 知ax
.

这样
,

对于在应用计算机来确定迭 代 解

级数的系数并求解此类问题时
,

就只需在此范围内进行
,
而无须计算 P> P二

a二 .

从而
, 可以
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避免计算
_

L的盲目性
.

尽管此处的研究还未能给出一精确的收敛半径值
,

但这一收敛上界值

为解析电算法的应用范围提供了一个非常有用的理论判据
.

表 1 各种泊松比情况下的P。二 (固定夹紧边界)

{
_

竺几_ 巨二门不 0
.

3 0
.

3 5 0
.

4 0
.

4 5

P. 盆x

0
.

0 5

3
.

0 6 2
3

.

0 2 0

1
2

.

。。4 }工疏
-

0
.

2 5

2 9 1 5 2
.

87 0
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