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摘 要

本文从弹塑性力学的三维基本方程出发
,

分析了幂硬化材料 I型裂纹前缘应力
、

应变场的奇

异性
,

发现
,

裂尖附近诸应力
、

应变分量的奇异性沿厚度不变 ; 六个应力分量的奇异性不完全相

同
,

六个应变分量的奇异性也不完全相同
.

一
、

引 言

I型问题是最常见
、

最典型的断裂力学问题
,

也是人们研究比较多的问题之一 自19 6 8

年 H R R 场 〔’, “〕问世以来人们对幂硬化材料在弹塑性条件下
,

平面 I 型裂纹前缘应力
、

应变的

分布进行了大量的研究和分析
,

取得了许多有意义的结论
.

但是
,

一般的 I型问题
,

由于板

厚是一有限值
,

所以
,

既不属于平面应力范畴
,

也不属于平面应变范畴
,

裂纹前缘处于三维

应力状态
。

本文从弹塑性力学 的三维基本方程出发
,

分析了 工型裂纹前缘应力
、

应变场 的奇异性
,

发现
,

裂尖附近诸应力
、

应变的奇异性沿厚度方向不变
; 六个应力 (应变) 分量的奇异性不

完全相同
.

即
:

对硬化指数为
” 的幂硬化材料

,

若裂纹前缘法平面上 的正应力 几
:

具有 尹奇

异性 (九< 0)
,

则 二“
,

a’ , 和 a. , 亦具有讨 奇异性
,

而几
;

和 a’
:

具有 下“千 ‘奇异性
; 对应变

分量来讲
,

‘
: ,

勺
,

和 ‘
,

峋奇异性为 讨
“,

e’
:

和 e’
:

为 下
”无 + ‘,

而 e : :

为尹
无 + 2 .

二
、

塑性力学的基本方程

1
.

坐标系

对一厚度为 h 的平板
,

选取三维笛卡尔直角坐标系如图 1 所示
,

相应的圆柱坐标系与直

角坐标系的关系为
:

r 二 丫 尹 + 少
o二 ac t 夕

.

2 二 z

(2
_

l )

2
.

平衡微分方程

J ‘J ,了= 0 (f
,

j= %
,

夕
, z ) (2

.

2 )

若引入应力函数 动
l ,

小
:

和 少
3

,

方程 (2
.

2) 自动满足
,

且应力分量可表示为
:

钱伟长推荐
.
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3
.

本构方程

叮
‘ :

二 一

口2
少3

口劣a夕

a “
夕

;

ay口之

aZ
小

2

口劣口之

对幂硬化材料
,

采用全量理论
,

应力
一

应变关系为
:

。‘, = (1 + v )S
, , +

1一 2护

3

叮 , ,
占
‘, + a心

一 ’
S

, j
(2

.

4 )

gdC白

其中
:

(f

(艺午 j

rJI
、

一一
心产

。O

又 , 是应力偏量
,

a
。

为等效应力
, v 、

a
、 n
为材料常数

.

4
.

相容方程

、.l.weee.l!es!
.

!
了

⋯11
/

口
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.

5 )
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「即
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口义 L 口g

_

口
2

艺 ‘
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口夕口2

歇
一

蓄

赶 努
-

份
十

努〕
一 2 8 2 e , :

a %a z

勺
: , 十

即
, ·

飞一 :
2沁

:

0 之 口 戈 」 口戈 O夕

5
.

几何方程

在小变形假设下
,

应变分量 e ‘, 与位移分量
“‘ 的关系为

:

“‘, = (u ‘,
, + u ,

, , )/ 2 (2
.

6 )

二二 二省二 流
.

扣」 言县

一
、

兴卜 付、 }队 七次

1
.

裂纹前缘被一 塑性区所包围
,

且在靠近裂尖处
,

应力场的主奇异项的一般形式为
:
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a ‘, 一 r ‘r , ‘, ,厅、, (0
, z )

,

(f
‘j (z )

<

( o) (3
.

1 )

2
.

a
: : ‘

歹几
: ,

与
,
具有相同的奇异性

.

即
:

j
: ‘

(z ) = ·

f
, ,

(z )一 f
: :

(z ) (3
.

2 )

根据塑性力学的基本方程
,

对 ; 一 1 / 2 的平面应变状态
,

几
:

与 a’
. ,

马
,

总有如下关系
:

a
: :

一 (a
‘ .

十 a , ,

) / 2

这时
,

式 (3
.

2) 是成立的
.

在线弹性状态下
,

M
.

N
.

B a p u R a o 曾研究了中心裂纹板受轴向拉伸时
,

裂 纹 尖端附

近的三维应力分布式况 〔“ , ‘’,

结论是
,

‘
二 ,

二 , , ,

几
:

与几
,

是有相同的奇异性
,

这表明
,

在

线弹性状态下
,

式 (3
.

2) 也是成立的
.

四
、

裂尖局部应力分析

1
.

直角坐标和柱坐标偏导数之间的关系

为了在 二
、

夕
、 z 坐标系中分析 丙

, 的奇异性
,

首先给出直角坐标系中对 x
、

夕的 偏 导数

与柱坐标系中对
r 的偏导数之间的关系

、i卜

⋯
I、、

,

‘
t

⋯
‘....夕

门口
n

。
耐

c o ss _ 1口ar
一一

aax
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一
~

.
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口
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r

aar
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a
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口 r

a Z a Z

_
. . .
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. ~

_ _
口梦2

一 口r Z

口
十 ‘几

O r

sin Z
乡

r

sin
2
0

r 2

(4
.

1 )
口

十 2 万五

O 以

sin
2
0 + 2

a 2

口口口r

e o s 2
0

r

口
一 2 石 万

口口

sin se o so
r 2

a 2

2 8
2

e o s 2
0
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从式 (4
.

1) 可以看出
,

对形如式 (3
.

1) 这样的 , 的幂函数
,

若只考虑求导或积分过程中幂

指数的变化
,

则对
:
求偏导数与对 二 (或 功 求偏导数是一样的

.

因此
,

在下面的讨 论 中
,

将直接在 二
、

夕
、 z 坐标系中分析 甘的幂指数变化

,

以得出 a ‘, 与 ‘ , 的奇异性
.

2
.

应力奇异解中 夕的幂指数 八, (z ) 只能是与 z 无关的常数 F
‘, .

下面
,

给出这一结论的证明

已知 a ‘, 的形式如式 (3
.

1 )
,

f
z :

(: ) 与 f
r ‘

(之)
,

f
一r(z ) 有关系如 式 (5

.

2 )
,

且 a ‘, 与应

力函数 中‘
有关系如式 (2

.

3 )
.

求证 山 , 的幂指数 介
, (z ) 满足

:

f
‘, (z ) = F ‘,

证明 用反证法

设
:

八抓劝 是 与
z
有关的函数

将 (3
.

1) 的第 4
、

5
、

6 式代入(2
.

3) 的第 4
、

5
、

6 式
,

积分后有 (不影响应力的各项已略去)
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(4
.

2 )
.

1
/

之
口月

予

陈叭叭电

其中
,

矛
, ,

币
2 ,

矛
。

是积分得到的与v 无关的函数
.

将 (4
.

2 )代入(2
.

3 )的第1
,

2
,

3式
,

可得
:

a
, ,

二v/x
· ‘· )
予

3 :

(0
, : ) +

〔矛
2 玉
‘口

, “’

+ ,

牙
: 小

2 2
‘“

, · , + 、1

忘
)

2

予
2 3
‘“

, ·,

〕
。, , 二 : I : 、‘· )

予
3 , (口

, z )+
, 兰叔石

“

[
巾

1 1
(“

, ·)

(4
.

3 )

+ 1

井
: ’

1 2
(“

, ·, + 、1

弄
)

2

矛
立3
(“

, ·,

〕
a

: :

一 : ,二 (· )一

「
1

.

1 〕文
2 (l卿)

2 +
娜五

: )「」岁
: ·吸口

, ‘,

, _ 、 _ ,

「 1 1
.

1 飞义
十丫“

’ 、

“
‘

Ll n
于一 可压护

十 乞(
.

而砂 」甲
‘·‘“

, “’

其中
,

所有的小均是求导时得到的 与 下无关的函数
.

从 (4
.

3) 中几
:

的表达式可以看出
,

主奇异项的形式与式 (3
.

1) 不符
,

因此
,

了
, :

(之) 和

八
:

(z ) 应与 : 无关
,

即
:

f
, :

(z )二F
r : ,

f
r :

(z )= F r : ,

F
: z ,

F
, :

< o (4
.

4 )

将 (4
.

4) 代入(3
.

1 )
,

与(2
.

3 )联立积分可得
:

小
,
= , F 二+ ‘

矛
,
(口

, z )
,

动
2
= : 尸

·2 + ’
予

:
(口

, z )
,

少
。
= , f

二 ·‘· , + 么
予

。
(0

, z ) (4
.

5 )

由(4
.

5 )不11(2
.

3 )可得
:

J
: z

= , 厂 ,

一
,
J竺

:

(口
, : ) + 甘F

、 : 一 ‘
合梦

二

(口
, z ) (4

.

6 )

不妨设
:

F
, :

二 F
, :

(4
.

7)

(否则
,

较大的一个可 以略去 )
.

式 (4
.

3) 中给出和 二
, ,

和 。 , ,

均是有 , 几价 ’奇异性
,

由式(3
.

2) 可推出
:

f
. ,

(z) = F
, :

一 1 二F , ,
一 1

若令
:

f
: ,

(: )一F
二 :

一 1 二F
r :

一 1二 九 伪< o )

则式(4
.

5) 可改写为
:

中
L
二 : “+ ,

币
:

(夕
, : )

,

小
。
二 : k ‘ “

小
:

(口
, : )

,

中
。
二 : “ + 2

矛
。

(乡
, : ) (4

.

5 )

从而
,

可以推出
:

介, (z) = F 。

综上所述
,

可知
,

沿厚度方向 (z 方向)
,

仃‘, 的奇异性不变
,

这 与文献 「3」
、

「钊对中心

裂纹板这一特定条件下的结论是 一致的
.

3
.

氏 , 的奇异性分析

式 (4
.

8) 给出了三个应力函数的具体形式
,

将其代入式(2
.

3)
,

可以得到诸应力分量的奇
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异性
汀

: ‘

= , 洽子
二 :

(0
, 之)

,

口 , ,
= , *澎。

,
(8

, z )
,

汀 : :

= , k言
: :

(乡
, 仑)

a
: , = , 七子

: ,

(口
, : )

,

a , :

= 丫七
+ ‘
子 , :

(o
, z )

,

口
: :

二 , k + t言
: :

(0
, z )

(4
.

9 )

显然
,

六个应力分量的奇异性不完全相同
,

几
:

和 几
:

的奇异性比其它应力分量要低一阶
.

根据式 (4
.

9)
,

等效应力 a
。

的主奇异项为
:

a
。

二 2
一

晋〔(a
, :

一 a , ,

)
2 + (J , ,

一 “
: :

)
2 + (a

: :

一 a
, :

)
2 + 6 二乏

, 〕奋 (4
.

1 0 )

五
、

裂 尖 局 部 应 变 分 析

1
.

‘ , 的奇异性分析

利用本构方程 (2
.

4)
,

可以从应力分量 a : , 推导出应变分量 ‘ , .

因为
:

S ‘, = J , , 一 a , ,
占‘, / 3

故
:

从 , 的奇异性与氏
, 相同

.

且从 (4
.

10 ) 可知
,

。。

的奇异性与几
: ,

内
, ,

几
: ,

几
,

相同
,

为尹
.

因为
: n > 1

,

故
,

由式 (2
.

4) 所推导出的 ‘ , 的主奇异项为
:

而一 1

己‘, == 3 a a e S ‘, / 2 (5
.

1 )

由此可知
:

。, ,

== , ”士若
, :

(0
, z )

, 。, ,
= , , “宫, , (8

, z )

: z :

= 甘
”七若

: :

(0
, 之 )

, : : , = , ”舌若
二 , (0

, 之 )

。, :

= ?
” 希十 ’宫r :

(0
, z )

, 。z 二

= ? ”丢‘ 19
: 二

(8
, 之 )

但事实上
,

‘
:

的奇异性不是 y砖
,

下面
,

给出证明
.

已知
: 。z :

满足相容方程 (2
.

5 )的第2
、

3
、

6 式 ; : : : , : r , , : : , 的奇异性不大于讨
“; “, : ,

。, :

的奇异性不大于 俨
“十 ‘

求证
:
‘

:

的奇异性小于 讨
七

证明
:

用反证法

设
:
‘

:

的奇异性为 讨
无

由(2
.

5 )的第二式
,

知
:

右端奇异性为讨气 而左端奇异性为 尹卜
“

(k < 0)
,

显然不等
,

故 ‘
:

的奇异性应小于 ?
”匆 .

由(2
.

5) 的第 3
、

6 式
,

可 以得出同样结论
.

不难证明
,

‘
:

的奇异性为 讨
“+ 2

时
,

相容方程得以满足
.

综上所述
,

六个应变分量的奇异性不完全相同
,

‘
. ,

勺 , ,

‘ , 的奇异 性 最 高
,

为 讨气
。r : , 。, :

次之
,

为 ? ”介 + ‘, 。: :

的奇异性最低
,

为 ,
” 云十 么 (掩< o )

.

2
.

价 , 奇异性的物理意义

以上
,

利用相容方程得出了 ‘
,

的奇异性低于其它应变分量的结论
,

下面
,

将从应变集

中的角度来分析这一结论的正确性
.

从应变的定义可知
,

价 ,
反映了位移

“‘沿 二
,

夕
,

z( v
,

白
,

力 方向的变化情况
.

若物体内

带有裂纹
,

则越靠近裂尖
,

位移的变化梯度越大
,

从而形成了应变集中
.

在图 1 所定义的柱

坐标系下
,

物体内任一点与裂纹前缘的距离是由坐标
:
决定的

,

因此
,

在裂尖附近
,

位移分
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量的变化
,

对 r 最为敏感
.

从式 (2
.

6) 可以看 出
,

在 。‘, 的六个量中
,

除 ‘
:

外
,

都与位移对
r (二

,

妇的偏导数有关
,

即
,

不同程度地反映了位移沿
r 方向的变化情况

,

这些变化是显著的
.

而
。: :

是位移 “ :

沿与

裂尖平行方 向(z) 的变化
,

当然比沿 r 方向的变化要小得多
.

因此
,

以 仁得出的关于
: : :

奇异

性的结论是合乎应变集中规律的
.

六
、

结

I型裂纹前缘的应力
、

应变场一般是三维的
,

若假设裂尖存在 一个 , 的幂函数形式的主

奇异场
,

则由弹塑性力学的基本方程
,

对幂硬化材料
,

可 以得出如下结论
:

1
.

沿厚度方向 夕的幂指数是个常数
,

即应力和应变的奇异性不变
.

2
.

在六个应力分量中
,

几
二 ,

外
, ,

几
:

和 几
,

具有相同的奇异性
,

而 几
:

和 外
:

的奇性

低一阶
; 在六个应变分量中

,

‘
: , 。, , 和 。‘ , 具有相同的奇异性

, 。: :

和 。, :

的奇异 性 比 其低

一阶
, 。: :

的奇异性最低 (比 。r : , : , , , 。, , 低二阶 )
.
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