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摘 要

本文班立了H e lle m an 映象呈现 S m al e
马蹄的分析条件

,

作为推论
,

导得H e l飞

on 映象产生紊动

现象的条件
.

卜{e lle m a n 〔‘;

考虑了
“

标准映象
”

华 :

劣
, 、 1

一 ZC 劣
。

十 ZC x ; 一夕
,

y
, + ,

= B x
,

Zi : 。o k 〔“」用它说明了二维非线性映象的新特性
.

本文一般地考察此映象
.

我们能定出 (‘
,

妇

B
、

C之间适合下列关系
:

若 0( B 镇 1
,

C > 2 (1 + B )
,

有

C < R < A / (1 + B ) ;

面上的正方形流域 Q
,

只要它的边长 ZR 尘

若 O簇B 簇 1
,

C < 一 (1 + B )
,

有

(1 + B 一C )< R < A / (1 十 B ) ;

若 一 1毛B < O
、

C > A
,

或C < 月
2 ,

有

月
3

< R < 月/ (1 一 B )

此处

A 一 C
z
一B C 一 C

A
,
一 〔(l+ B )+ 寸 (1 + B )

“
+ s(1 一B )

“

〕/ 2

A
:
= [ (1 + B )一斌 (一+ B )

“+ s (l一 B )
2

〕/ 2

A 3一 仁(1 一 B ) + 澎丈I二召介干互A 」/ 2

则映象甲必以集合S上的一个移位自同构 a 为其子系统
,

(L )

、..

1
“t
、
J

、

‘
....百...2

即存在 S 到 Q的子集刀 的同胚
: , :

S 、刀仁Q
,

使铆
: 一 To o

.

其中S是一个双边无穷序列的集合
.

作为应用
,

我们导得H e n
on 映象的紊动性

.

为方便起见
,

令

ZC x ,

~ 一 (% + C ) ; ZC , ,

二 一B (夕+ C ) 、

ZC% ” 十 l
= 一 (u + C ) ; ZC ,

, 干 ,
= 一 B (u + C ) J

( 1 )

.
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映象沪就可等价地表为

中(劣
,

妇一 (一劣
“
一 B 夕十 A

, x )

取基本流域Q为

一 R ( %( R

一 R ( , 簇R

我们就有

引理 1 甲(Q ) n Q是Q中的两个水平条域U
, ,

U
2 .

它们由抛物线

“一 一沪+ A 一 B R

“- 一沪+ A 十 B R

及直线
“一 士R 所 围 (图1)

.

( 2 )

( I )

(亚)

{{士
_

V

⋯‘
’

图

从一一凡

证 直线 , 一 R 的象是抛物线( l )
,

而夕一 一角沟象是 ( I )
.

在C < O或C > (1 十B )时
,

若O( B 簇 1
、

R < 且/ (1 十 B )
,

或一 1( B < o
、

R < 月八 1 一B)
,

则( 1 )和 ( I )的顶点均在
。 ~ R 的右边

.

可以算得
,

( I )
、

( I )与。一 士角均交点分别为

N
, :

(一 R
,

刚月+ (1一 B )R )

N
: :
(R

,

心且一 (1 + B )灭 )

N
。 :
(R

,

一斌A 一 (z + B )R )

N
‘ :

(一 R
,

一刚A 十 (1 ‘匆充 )

及

N
。 :
(一 R

,

心月 + (l + B )R )

N
。 :
(R

,

斌A 一 (1 一 B )R )

N
: :
(R

,

一心A 一 (z 一 B )R )

N
S :
(一 R

,

一斌月+ 瓦二历去 )

引理 2 U
l ,

U
Z

的原象是O中的两个竖直条形域厂
, ,

厂
2 .

它们由

B 夕- 一 x “+ A 一 R ( ! )

B 梦= 一 % z
+ A + R (万)

及夕= 士R所 围 (图2)
.

证 可 以求得
,

N
‘
(‘= i~ 8 )将分别对应成 (x

,

g )上的M
‘ (‘一 1~ s)

.

它们是
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M
, :

(斌A 干
一

(1一 B )R
,

R )

M
: :

(澎月二 (1 +
一

B )R
,

R )

M
。 :

(一汀直二 (介百)R
,

R )

M
‘ :

(一心万干 (l二B )R
,

R )

及

M
。 :

(斌刀干 (1不万)R
,

一 R )

M
。 :

(斌且一 (z 一B )R
,

一 R )

M
, :

(一 斌月二七1
一

二B )R
,

一 R )

M
: :

(一心A + (1 + B )R
,

一 R )

一

可见
, u 一 一 R 上 的N

o

N
: ,

N
4

N
S

及 u 一 R 上的N
o

N
: ,

N
。

N
7

将分别对应 (二
,

夕)面上抛物线 (亚 )
,

(I )上 的M
o

M
: ,

M
4

M
。 ,

M
o

M
Z ,

M
3

M
7 .

此图 2 是按B > 0而作
,

当B < o 时
,

图形与图 2 关

于 x 轴对称
.

引理 3 若条件 (L )成立
,

则M os e r , “ 的充分条件 (i i) 一定成立
.

证
’

我们来阐明
,

对 (x
,

妇 }: 的竖直条形域厂
, 、

U
Z

中的任 一条u
,

甲
一 ‘
(厂 )自厂‘一芽

。仍是

竖直条域
,

且有常数
、一 7 /s

,

使 d( 萨)( 7邝 d( 厂)
.

类 似地
,

对水平条 亦 会 有 d (行
‘
)(

7d (万) / 8
.

万
一

)
N

。

八
: :

V ,

打N

能够算得
,

( I )及 ( I )与“一 o的变点f
、

g
, e 、

h将是

f
:
(O

,

刚 A 一 B R )

g :

(0
,

一 材 A 一 B R )

及 e :
(O

,

创 A + B R )

h
:

(0
,

一斌 A + B R )

它们分别对应 (二
,

川面上的

f
, :
(刚可二B R

,

R )

g , :
(一斌 A 一B R

,

R )

e , :

(澎 A + B R
,

一 R )

h
l :
(一刚面干石贾

,

一 R )

这四点均在抛物线
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B , - 一扩 + A + R (1 一B ) (V )

之
_

仁
.

所以有

气
,
一 xl

,
~ 与

:
一丸

‘
= 斌刀千丈i二两 R一斌 A 一B R

x j,
一 x

, , 2
一与

3

一劣 : ,
一 心 月一B R 一 材A 一 (1 + B )R

d( 犷
,
)~ d (厂

:
)一 M A + (l 一 B )R 一材A 一 n + B扭

工。,
一 x 万 :

< 勺
3
一x 。,

斌A 十 (1 一 B )R 十心A 一 (1 十 B )R
_

7
一

户 石 石
, ,

几
-

一 一 ,
、

一 氮
习 月一 万允 十 V 丑一 (l + 万 )九

一
4

( 3 )

由图 3 知
,

切一 ’(V ) 将涉及四边形 : , s Zt Zt工
, 5 3 5 、t‘t。

, s s s ot ots
, 5 7 : s tat了

.

它们分别 被 含 在

N
。e
fN

, , e N
o

N
Z

f
,

N
了
h夕N

。 ,

hN
,

N
‘g 之内

.

因此抓
’
(5

0 5 ‘t 4 t。) 自厂
l

应是(二
,

夕)面上 Q 内的
产

产尸, 、
、 ,

尸户, 、
、

个竖直条域
,

它含在由 , 一平R 及M
oM

Z ,

几j
,

所围的竖直条域价
1 , :

之内
.

由 (2)
,

就可得出

d (V 了, , 2

)簇 7 / s d (V ) ( 4 )

显有

d (中
一 ’

(s声
一t4 t。) 自犷

,

)簇d (V 了* , 2
)

于是

d (甲
一 ,
(:

3 s 4 t4 t 3 )自厂
,

)成 7 / s d (厂) ( 5 )

同样
,

得

d (甲
一 ,
(:

ls Z tZt盈)门厂1)簇 7 / s d (不
厂
) ( 6 )

d (甲
一 ’
(s

os o tot。 )门不
厂 :

)簇 7 / s d (厂) ( 7 )

d (甲
一 , (;

; s o tot : )自犷
2
)( 7 / s d (矿 ) ( 8 )

关于水平条的情况将完全相同
.

总起来
,

我们得到

定理 1 若B
、

C
、

R 适合(L )
,

则H e llem a n 映象甲(二
,

, )在方形流域 Q 内
,

以序列空间 S

的移位自同构a为其子系统
,

即存在O内闭的二维 C a nt o r
集刀

,

使切的周期点在 刀内是稠的
,

且甲有轨线在刀内稠密
.

证 上述引理 1
、

2
、

3分别给出了文「3」中M os er 定理的条件 (i )
、

(i 1)
.

由之即知本定理

是真
.

现在来考虑H en o n 映象
:

T (x
,

y )一 (一戈
“
一B 夕+ 月

, % ) ( 9 )

就有

推论 1 当o簇 !B }( 1
,

月> 2 (1 + }B })
“

时
,

H e n o n 映象必呈现紊动性态
.

证 事实上
,

这时有

C
,
二仁1 + B 十 刚仃十百牙+ 4几〕/ 2 > 2 (1 十 B )

或

C
Z
= [1 + B 一刚 (工十万j

至
干了刁〕/ 2 < 一 (1 十B )

对于它们
,

成立

C 于一B C ‘一C : = A (i= 1
,

2 )
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因而
,

(9) 可化为 (2 )的形式

%二 一 ZC劣
,

一 C ;

.

随之
。

用 (1 )的逆变换

B 夕~

u二 一 ZC x . 十 、
一C ; B y =

一 ZC夕一 B C

一 ZC夕
。 十 ;
一B C

就可将 (9) 化为H en em a n 映象甲
.

可见
,

月值越大
、

{B }值越小

就必定会发生紊动现象
.

例 1 按上述推论
,

若 }B 卜 1

由定理1
,

就得出本推论
.

,

H e
no

n 映象就越容易呈现紊动性
.

月) 8时
,

l生e n o n

则当A介 8时
,

H e n o n 映象必呈现紊动
.

这个结果优于文

〔4 」的结果

例 2 H e n o n t 5 1 ,

F e it〔“ ,认为若B = 0
.

3
,

贝.J且 1均值位于 [一 0
.

12
,

2
.

6 」之外时
,

映象将没

有
一

奇怪吸引子
.

按推论 1, B 二 0
.

3时
,

只要A > 3
.

38
,

映象定会产生紊动
.

尽管马蹄内存在并不完全等同于奇怪吸引子
,

但是马蹄的存在已可从另个侧面去描述这

个物理或力学过程将发生紊动现象
.

作者对张锦炎教授表示感谢
.
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