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摘 要

本文从M
e
ln ikoy 函数的物理意义出发

,

建立了一种计算倍分叉方法
.

利用这种方法
,

具体地

讨论了软弹簧D uf fin g系统的倍分叉现象
,

发现了与次谐分叉相类似结论—
即在阻尼小

、

外激励

幅度大时
,

会出现倍分叉
.

这样的结果与物理事实是相吻合的
.

一
、

引 言

P
.

H o lm e s 〔‘’
发展了 M e ln ik o v

方法
,

提出了一套处理次
一

浩分叉与马蹄 (C h a o s ) 的解析

方法
.

用这种方法我们处理了软弹簧D uf fin g 系统在弱阻尼和弱周期扰动下次谐分叉与马蹄

关系
,

得到了一系列结果 ’“ , “’.

这些结果没有出现数值结果
〔落, 5 ’

中发 现的倍分叉现象
.

可见

现有的 M e lni k ov 方法还存在局限性
.

本文从 M e lni kov 方法的物 理 意义出发
〔. ’,

建立了一

种计算倍分叉的方法
,

并且用此方法具体讨论了软弹簧 D 妊fing 系统的倍分叉现象
,

所得结

果是合理的
。

二
、

计算倍分叉的方法

我们参考如下物理系统

X 一夕

夕= f (二) +
。g (二

,

夕
,

t)
} (2

.

1 )

假定 (2
.

1 )
。

是满足文〔1j 所讨论的系统
.

显然按照文〔1〕所讨论的次谐是由(2
.

1 )
。

的分界线内

连续周期轨道族中单条周期轨道在小扰动下得到维持轨道
,

文 仁1〕作者把这类轨道称为次谐

(Su bh ar m on ic )轨道
.

但众所周知的事实告诉我们倍分叉轨道并非由单圈的闭轨道组成
,

而

是由两圈合成一条迥路形成
.

因而对于文 [ 1」中所考虑系统的倍分叉轨道我们 认为是 (2
.

1 )
。

中两条独立周期轨道在小扰动下合成一条闭迥路
,

显然这种分叉是与 〔1〕考虑的次谐分叉性

质完全不同的分叉
,

对于这类分叉的理论计算有必要加以建立
.

设(2
.

1 )
。

有两条闭轨
,

其表达式为

.

许政范推荐
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它们的周期分别为T
a ,
一 (l 一a) T

,

T
。2
= (1 十 a )T

,

其中T 为扰动项g( x
.

,
.

t) 关于 t 的周期 ;

另外对应的H a n 、iit o n 量分别为仃 (g
a 、
(t))= h

a l ,

万 (g
a :

(t))二 h
a : ,

假定h
a :
一 h

a ,
二 O (。)

.

如果

q a ,
(t )和 q aZ (t )在小扰动下能组成 (2

.

1 )
,

的一条周期为ZT 的倍分叉轨道
,

按照 M e ln ik o v 函数

的物理意义
〔”’,

显然应该满足如下二个条件
:

i g (q
a ‘

(t)
,

t + t。)夕
a i
(t)d t

g (a
a ,

(t)
,

t+ t。)夕
a :
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。 工

0
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4 )

条件 (2
、

3) 是 尹
,
(t ) 和 qa

Z

(t )在小扰动下成为
‘

条迥路所需要服从条件
; 条件(2 二 是组成

-

条迥路时所必需遵从的能量关系
.

(2
.

3 )和 (2
.

4 )是判别物理系统(2
.

1 )
。

是否存在倍分叉轨道

的物理判据
.

三
、

软弹簧 D uf fin g 系统的f合分又

考虑软弹簧 D u ff in g 系统

笼+ 戈一 % . = 一 e r元+ 。d e o s o r

外激励的周期为 T = 2 二 / 。
.

方程(3
.

1)
。

的定性性质以及以 k 为参数的周期轨道解 q 介(t )

〔2 」
.

在周期轨道族中任选两条周期轨道 q概 (t )
,

护
,
(t )

,

使它们满足条件

.

1 )
.

见文

八
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Z

~ (1 十 a) T 二 4 澎 1 + 心 K (k
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) } (3

.
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其中K (的为第一类完全椭圆积分
,

二是 由条件待定正常数
.

2
、

g 左,
(t)和护

2

(t) {
’

:勺H a m ilt o
, , 量有

h寿
2

一 h左
,
=

(1 + k孟)
“

k孟

(1 + 左受)
“
= O (￡) (3

.

3 )

假定这两条轨道在小扰动下组成
一

条倍分叉轨道
,

那么由(2
.

3 )和 (2
.

4) 可得到
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‘
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把 ( 3
.

2 ) 代入 ( 3
.

4 )
,

计算 ( 3
.

4 )得
:

H
l e o s o to + H Z s i n o t 。== 11 ( 3

.

6 )
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利用 (3
.

2 )和 (3
.

3 )
,

可求得 (3
.

5) 为

且e o s口t。 + B s in 口t。二 M
z 十M

Z

M
,
二 h、

2
一 h、

1

/ 4斌 2 (。d)二口

(3
.

7 )

其中

、
2
一
言具层(乌)

〔(“
1 “
一 ‘, K ‘“

1
,

一

卜‘“
1 “

一

卜‘, “‘“
1
’二

K
’

(k )二K (心 1 一令 )
,

E (几) 为第二类完全椭圆积分
.

这样
,

对于给定 r 、

d
、

。的系统(3
.

1)
。 ,

在二允许的范围内
,

如果存在满足

的解厅
,

那么对于小 。,

有

q (t) ==

万
1 c o s口t

、

+ H
。

sin 。)t
。

= 万

且 c o so ro 十 力 s l n 。不。= 工垃 1 十 止以 z
’

可能存在倍分叉轨道
,

此轨道的表达式为

g h ,
(t) + O (。) (Z n T 簇 t( T

; + Z n T )

Q左2 (t) + O (。) (T
I + 2 月T ( t( 2 (n + 1 )T )

其中向
l

和浇
2

由下式决定

(1 一言)T = 4 寸 1 + 左{ K (寿
l
)

,

(1 + 厅)T = 4寸 1 + 寿孟K (k
:
)

利用上述结果
,

我们进行了数值计算
.

对于固定的。
、

砧和邵的系统
,

我们改变。数值
,

计算对应于(3
.

6) 和 (3
.

7) 的 。t0 值
,

最后以a 为横轴
,

以 以
。

值为纵轴
,

画出曲线图
,

如果两

条曲线有交点
,

就意味着可能存在着倍分叉轨道
,

交点所对应的 a 值就是产生倍分叉轨道所

对应的 言值
,

反之如果两曲线不存在交点就意味着不存在倍分叉轨道
.

图 1 ~ 4 中
,

取 。 = 0
.

5 3
,

逐渐增大比值 d /r
,

发现当 占/r 较小时
,

两曲线无交点不存在

倍分叉轨道
; 当占/r 逐渐增加时

,

两曲线交点就存在
,

倍分叉轨道产生
,

而且当己/r 变大时
,

交点所对应的 子变小
.

这些现象说明能否产生倍分叉也决定于外力幅值与阻尼之比值
,

此比

值越大产生倍分叉轨道离原周期T 的轨道越近
。

这些结果与〔1 」对次谐分叉讨论结果相似
,

在
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物理上是合理的
.

图5一 6中
,

取。二 0
.

72
,

从图中见它也基本遵从图 1 ~ 4

较发现
,

对同一比值6 /r
,

。越小越可能产生倍分叉轨道
.

尔 宁

的规律
.

但把图 3 与图 5 加以比

。
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