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摘 要

本文给出结构分析中的一个著名方法
,

力矩 (和位移) 分配法的理论基础
:

数学描 述
,

近 似

解的收敛性的新判据和误差估计
,

并指出对另外一些结构的可能推广
.

一
、

引 言

力矩 (和位移) 分配法是求解超静定结构 问题的
一

个著名方法
,

它是一种迭代解法
.

1 9 3 0年
,

美国H ar dy C ros s
教授提出力矩分配法以后不久

,

该法就被国际工程力学界广

泛采用
,

5 0年代吸引了大量数学
、

力学和 工程界人士致力于推广和应用研究
.

我国学者对此

作过不少贡献
.

1 9 5。年
,

捷克C
.

V
.

K la u 己e k 教授在他的著作中
,

从 另一角度提出的形变分配法
,

则是

基于叠加原理而得到的简化方法
,

与本文所指位移分配法不同
,

两法各有千秋
,

曾经脍炙人

口
。

然而
,

半个世纪以来
,

力矩分配法虽已广泛列入大学教程
,

给予学 习者以很 多 基 础 锻

炼
,

但它的严格数学基础
、

收敛性以及误差估计却一直为人们所忽视
,

以致对方法的实质以

及适用条件没有确切的叙述
.

本文的主要目的是弥补这一缺陷
,

了却这一悬案
。

二
、

位移法与力矩分配法

力矩分配法是位移的一种迭代解法
.

1
.

用位移法求解超静定结构时
,

首先是确定结构的未知结点角位移数
。。 和未知结点线

位移数 n ‘,

总称位移数n (立
n 。 十 n ‘)

.

然后
,

在结点上加
n 。

个附加 刚臂以 阻止角位移
, n :

个附

加支杆以阻止线位移
,

总称 n
个附加联结

,

使原结构分解成为一系列已知的单跨超静定杆件
,

而成所谓基本结构
。

对基本结构的
n
个附加联结利用静力平衡条件得到位移法方程组

:

A X 一B (2
.

1 )

式中 A 立〔月
‘, 」

称为
。 x 。阶刚度矩阵

,

只
: , 读作结点 j处作用单位位移X , 一 1 在结点 ‘处产生的力 (力矩或

力) ;

X 皇〔X
‘〕

称为
n
阶位移列阵 (矢量) , X ‘是作用在节点‘处的位移 , 而

味了3
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召立〔B
, 」

称为
。
阶力矩阵 (矢量)

,

B , 是外载作用下在节点j处产生的力
.

在节点k的附加联结上作用单位位移后
,

容易作出基本结构汀的弯矩图M
, ,

剪力图O
。以

及轴向力图N
、 ,

k一 ‘或 j
.

由平衡条件可以求得矩阵元 从
, ,

实际上
,

A
‘, 还可以用截面法

求得
。

在一定条件下 由位移与力互等原理有
:

一 、
‘, 一

l掣
,
一

ds + “

{
口

‘

Q ,

G F

d“十

{
反

‘

夕 ,

E F
dS (2

.

2 )

式中E
,

G
,

F
,

J和寿分别是杆件的弹性模量
、

剪切模量
、

截面积
、

转动惯量和剪应 力 分 布 系

数
,

积分在杆件ij上进行
.

式 (2
.

2) 称为M a x w el l
一

M O
hr 公式

.

在外载尸作用下
,

作出基本

结构 的弯矩图M
, ,

剪力图口
,
以及轴向力图N

, ,

容易求得矩阵元B
‘.

同理
,

在一定条件下
,

一 B ‘-
厕「些脚

J E J

’
“S + “

丁
N

‘

N

E F
dS (2

.

3 )
闷尸一QG

在适当的约束下
,

方程 (2
.

1) 解的存在唯 一 性是容易证明的 (参见〔2〕)
.

一 旦解 得 X 以

后
,

即可顺利地求出这一超静定结构的弯矩
、

剪力和轴向力
.

但当结构复杂
,

未知数 n 很大

时
,

手工求解方程 (2
.

1) 也就变得十分困难
,

甚至计算机也会遇到数据爆炸的困 难
,

于 是

产生各种近似解法
.

2
.

力矩分配法的著作指出
,

力矩分配法可以适用于 , : 二 o 的情况和某类变截面超静 定

结构等的近似解法
.

方法赋予精巧 的几何与物理直观的力学分配机制
,

便于在计算简图上作

业
,

反映了发明者惊人的概括能力
,

至今仍保持它的实用价值
,

但却掩盖了它的数学 基 础
.

力矩分配法从分析基本结构中的单跨杆件开始
,

考察任一变截面杆件ab
.

S
。
(S 。)表示b(

。)端固定时
,

使a( b) 端产生单位角位移功
。

一 1(功
。
一 l) 所需的弯矩

,

称为该

杆件
a (b )端 的刚度 ; C

。 。(C 。。 )表示
a (b )端传递b(a )端的弯矩M 笔

’
(M <bl

’

)与M
。
(M

。
)之比

,

称为由a( b) 至b (a) 的传递关系数
.

当 。
端产生角位移功

。 ,

b 端产生角位移功
。 ,

线位移J (二功L
,

L为杆长 )时
, 。 ,

b两端的总

弯矩分别为
:

M
。 。一 S

。

[必
。
+ C

a 。

功
。一 (1 + C

。。)功〕

M
。。一 S 。〔功

。+ C
。。

功
。
一 ( 1 + C 。。 )功〕

(2
.

4 )

在等截面杆件中
,

S
。
一S 。一 4 E J / L

,

C
。 。一 C

。。
一 1 / 2

,

上式成为
:

ZE J
,

_ , . , _ , 、 , , ZE J
』 _ ,

jV1
“ b =

一

工一 吸神
“十毋”一砷 )

,

拟 ”“

一 L 一吸神
b 十中

“
一神 ) (2

.

5 )

不同支承情况可以得到不同的算式
.

当结点b有爪 1( 刀( 哟个杆件刚接时
,

属于杆件 ab 的参量加注带圆括号的上 (或下 ) 标

(a )
,

如S( 公
’
等

.

于是结点b的总刚度

再
。
一乙 S( 宝

’一

三
A汗 (2

.

6 )

外载P产生的总结点力

勺 甲

B 。~ 乙 B 。(。 ) 一 一乙 M
。(a ) ~ 一M

。
(2

.

7 )

M
。(。 )是外载产生的杆件ba 的端点力矩

,

M
。
称作不平衡力矩

,

而比值
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心
’

皇A名忿
’
/ 月

。。

称为杆件ba 的分配系数
,

所以

M
a (。) = “‘急

,
M

。

一 一拼吃
, B

。
(2

.

7 )
‘

有了分配系数即可由不 平衡力矩求得刚接于啪勺各杆件远端的 (传递) 力矩

M 兮
,
= C

a o

M
a (。) (2

.

5 )

力矩分配法是以基本结构为依据而进行的下述迭代操作 (a 二 1
,

⋯
,

。
,

。
鱼。 (a)

, 。一 1
,

⋯
,

玲)
:

i) 计算 B ‘
:

, ,

S ‘
:

, ,

C
a 。

和拼‘:
) .

八) 按一定顺序
,

例如 1
,

⋯
, 儿 ,

首先松开刚臂1
,

按(2
.

6) 计算B
, ; 按 (2

.

7) 进行不平衡

力矩M
‘

{
’

二M
、

的分配
,

得M
, 、。。;

按 (2
.

8) 进行传递
,

得 M a<瑟, 重又固定刚臂 1
.

松开刚臂

2
,

按 (2
.

6 )计算几得不平衡力矩M 公
’

之M
: 十M成认

;
按 (2

.

7) 进行不平衡力 矩 M <z1
’

的分

配
,

得M
Z 、。 ) ; 按 (2

.

8) 进行传递
,

得M粼宜
) ; 再 固定刚臂2

.

一直进行到第
n
个刚臂

,

谓之一

个循环
.

11 1) 第k( k> l) 个循环中
,

刚臂如勺不平衡力矩仅为传递力矩

M <at> 鱼乙 M洽
) 十 乙M声幼

’

声) 口

(2 9 )

按 (2
.

7) 进行M <ato 的分配 ;
按 (2

.

8) 进行传递
,

得M 咨拾
) ,

庵一 l
,

⋯
, 。 .

iv ) 当循环至第川次
,

不平衡力矩M 毋
’

不大于预先选定的允许误差
。> O

,

即

】M
‘

牙
,

}(
。

时
,

操作终止
.

同时
,

即得杆件ab 在刚臂
a
端的力矩

(2
.

1 0 )

M
。
一 B

。 ‘。) + 乙 M J!b>
)

(2
.

1 1 )

常见 的方法的图 (或表) 上作业请见
,

例如
,

著作〔1〕
.

3
.

这一小节
,

我们来详细阐明
,

位移法与力矩分配法之间的关系
.

我们重 新 解 释 方

程(2
.

1)
,

先看对角项
;

Aj
, X , 二 公 玛;

、

X
。 . 1

一 冗 户 (
;

, S ‘
罗

, X , 一 习 M , (O 。= M
,

(2
.

12 )

即所谓不平衡力矩 ; 再看非对角项
,

A ‘, X , 一 C ‘, S ‘
二
’X , ~ M , ( , 。

意即由结点j上的位移尤, 传递而至结点i的力矩
.

因此
,

力矩分配法本质上就是求近似解 X 甲
’

的这样一种迭代法
:

(2
.

1 3 )

A “
)X

‘

少
,
= B ‘一 乙 A

‘J X
‘

少
,
一

j 一 1

乙 击
, X

‘

梦
一 ‘,

(宕= 1
,

⋯
, n ) (2

.

14 )
j一 谁+ 1

当m = 1时
,

X
‘

r
一 ’)

应理解为零
.

在实际进行时
,

采取的是下面的迭代公式
:
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飞l.esl
、.产

月“ (X
‘

黔
,
一 X

‘

少
一 ‘’

) 万 A
‘, (尤

‘

少
’
一 X

‘

少
一 L ,

) +

J 二 1

乙 人
, (X

‘

梦
一 ‘’
一 X

<

梦
一 2 ,

J = 万+ l

且
‘。

(尤
‘

弋
,
一 X

‘

梦
一 ‘’

)+ 乙 A
‘。

(X
‘

丁
一
” 一 X

‘

了
一 2 ,

乙a<i

m ) 2

,

〕
1 4 )

尹

f
.
包.L厂.,IL

一一
一
一一一

H 鱼1一 d ia g (A 几
‘
)A

,

G 皇d ia g (A 飞{)B

将H 分解为严格下三角矩阵乙
,

与严 格上三角矩阵U 之和
,

式(2
.

X
‘”‘)

一 L X
<饥 ) + U 尤

‘仍 一 1 )
+ G

(2
.

1 5 )

1 4 )的等价矩阵形式为

(2
.

1 6 )

X
‘
耐 二 (I一 L )

一 ’
U X

<爪 一 ” + (I一 L )
一 ’

G (2
.

1 6 )

式中I是单位矩阵
.

这样
,

我们揭示了
,

力矩分配法与位移法的G au
s s 一

Se ide l迭代法之间的本质联系
.

三
、

力矩分配法的收敛性和误差沽计

1
.

我们考虑方程(2
.

1 )
,

我们知道

A 扮一 A 孔 (3
.

1 )

这就是位移互等原理
.

因此逆矩阵 A
一’

皇「月乃口是实对称矩阵
; 同时

A 云> 0 (3
.

2 )

对于等截面杆件ia
,

一般地我们有

A 云(“ , + A 元
又“ ’》 2 }A 云

‘“ ,
l

但是 A J司 一 A 万司
,

所以 A澎川 ) } A汀
“ 、

}
,

等号仅 当 M甲一 M甲时才成立 ! 在其 它 情况

下可用这里的方法得到方法有效的条件
,

因而在 叮个刚接于 ‘端的杆件不全是上述等号成立

的情况下
,

即有

A 澎a) > 匕 }A 二 }一乙 !且二 } (3
.

3 )

由于 A
一 ‘的所有主子行列式 A 于

‘

> o
,

所以A
一 ’

是正 定的
,

因而A 也是正定的
.

事实上
,

由式

(2
.

5一2
.

13 )
,

我们知道对等截面杆ij
,

‘端固定
:

j端固定时A , ‘一 1 / 2 ; 当j端铰支时 月j‘-

0
,

但j端滑固时
,

A “ - 一 h

因为A 是对称正定矩阵 (这里A 的正定性当然也可由能量泛函简单地证明
.

但是 正 定性

不是必要条件
,

作为充分条件也是可以减弱的)
,

G au
s s

一

Se id e l迭代法收敛
.

不 仅 如 此
,

Ja e o bi迭代法

尤
‘“》一H X

‘那 一
” + G (阴一 1

,

2
,

⋯ ) (3
.

4 )

以及超松弛迭代法

X
‘仍 ,

= (l一。)X
‘, 一

” + 口 (L尤
‘” , 一

卜U X
‘m 一 ” + G ) (O< 。< 2 ;椒二 x

,

2
,

⋯ ) (3
.

5 )

等都是收敛的
.
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2
.

由式(3
.

3)
,

可见

}}H {l,
皇m a x

云 IH
￡,
!= m a x

乙 IA
‘,
1/ A

“< 1 (3
.

6 )

·竺: 二}主
, H

, J
}
/ (1一 乙 111

‘,
}) (3

.

7 )

有误差估计
:

}}X
‘m ’

一尤
关

}}, 簇
拼仇

1一 赵
{}X

‘ 2 ,
一尤 “ ’

{}, (3
.

8 )

式中X 铃是方程 (3
.

1) 的精确解; 或

.}X
(。 》

一 X · }、一 、二
笃

},X
《协》 一 X

< 二
一 },-

(3
.

9 )

由式 (3
.

9) 可知
,

只要拼《 1
,

用量 }}X
‘
耐 一 X

‘tn 一 ‘’

}。 来判断迭代过程应否停止是可以

白勺
。

以上我们明确了力矩分配法的数学描述
,

收敛条件
,

误差估计以及式 (2
.

10 )作为停止迭

代的判据的合理性
.

然而
,

力矩分配法的丰富实践告诉人们
,

它的应用范围远比上面指出的

要广泛得多
,

这就要求人们引入新的判据
.

四
、

力矩分配法收敛的新判据

上面我们证明了力矩分配法与G au
s s 一

Se id e l方法的等价性
,

则以 S (A ) 记矩阵A 的谱半

径
,

立即知道
:

力矩分配法收敛的充要条件也是 S ((I 一L )
一 ’

U )< 1 )
.

由于这一条件不 便检

验
,

于是人们另辟溪径来寻求新的判据
.

其实一 切迭代方法收敛的本质是映象的压缩性
,

而力矩分配法与众不同之处恰巧在于计

算 X
‘
耐 的分 量 X

‘

黔 之 前
,

X
‘

罗
,

j< ‘就已计算出来
,

提前参与了压缩 (见式(4
.

1) 的首

项 )
.

将提前压缩了的分量及时予以精确估计
,

就有下面的判据
:

设有置换

、

、.,Z
n九,夕 户,1tl山

口了.、
A一一

T

及一组正数拼, < 1使

乙 I月 , 。, :

+ 。, 。, :

11
, , + 乙 {且 , 。‘:

+ 。, 、, :

}( 月*

(4
.

1 )

式中
,

收敛
,

‘ ,

k一 1
,

⋯
, n ; d tot

:

是K r o n e e ke r符号
,

则T经置换后
,

式 (2
.

2 6 )成为
:

X 犷
’
一 二 (月‘。‘

:

+ d‘。‘
·

)X 式
“’

+ 乙 (A
,。, :

+ d
, 。; :

) X
‘

笠
一 ‘’ + B

; *
(4

.

2 )

且有估计
:
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}X
‘

罗一 尤杀 I(
一

{X
‘

;了一 X
‘

方 (4
.

3 )

式中
,

ff (j) !皇{m a x
f

: i《j《
n }

.

这就是说
,

尽管矩阵(A + I) 的三种模都大于 1
,

这种方法依然收敛
.

配法的收敛范围显著扩大了
.

收敛速度大大提高了
,

只要能遵循式(4
.

1)

后次序 (T )即可
.

这样一来
,

力矩分

选择力矩分配的先

五
、

力法与位移分配法

在力法计算超静定结构时
,

方程 (2
.

1) 的形式不变
, n是超静定结构的多余约束数

.

去掉

多余约束加上未知约束力X ‘(f一 1
,

⋯
,

n) 后
,

基本结构是静定结构
,

X 是多余约束 (联系)

上作用的 (广义) 力矢量
.

A 是 (单位力作用下的 ) 位移矩阵
,

B 是载荷作用 下 的 位 移 矢

量
.

它们在物理意义上有巨大的差别
,

在数学上却没有多少不同
.

因此
,

A在一定条件下仍然是对称 (位移互等原理) 正定矩阵
,

当然只要满足迭代过程

的收敛条件
,

就有相应的位移分配法
,

且第四节中的结论也都成立
.

同理
,

对混合法应有混合分配法
.

特别是对三维结构
,

诸如网壳
、

井字楼盖以及某些有限元和边界元方法中离散化后的问

题等
,

力矩分配法在一定条件下不失是一种良好的直观性很强的迭代方法
.

顺便指出
,

力学中的力矩分配法就是物理中的松弛法
,

但比松弛法问世要 早 十 多 年之

久
。
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Abst ra e t

In th is p a p e r w e p re se n t th e th e o r e t ie a l fo u n d a t io n e o n e e r n in g a fa m o u s m e th o d in

s tr u e tu ra l a n a ly s is
,

th e d ist r ibu t io n o f m o m e n t(o r / a n d d is pla e e m e n t)
: th e m a th e m a tie a l

d e s e r iPtio n , n e w e r it e r io n , e o n v e r g e n e e a n d e rr o r e s tim a tio n o f a pp r o x im a te s o lu tio n

a n d so m e p o s s ib le g e n e r a liz a t io n s t o th a t o f o th e r e o n st ru e tio n s
.


