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摘 要

本文将矩阵摄动法
,

推广到系统质量
、

阻尼和刚度矩阵为非对称的情形
,

引入伴随特 征 向量

的概念
,

应用复模态理论中的正交关系
,

导出了系统复特征值的一阶摄动解
�

数值算例 表 明
,

这

一方法是可行有效的
�

言
人日门」

一

近年来
,

随着模态分析技术的不断发展和完善
,

作为其基本内容之一的参数分析
,

开始

引起人们的重视
�

因为在解决诸如结构参数优化设计
、

理论模型的动力修改和结构的故障诊

断等实际工程问题中
,

为了避免盲目性
,

要进行结构的参数分析
、

计算特征值对参数的灵敏

度
,

研究参数变化对系统动态特性的影响趋势
�

结构参数的小变化引起结构振动特性变化的问题
,

对工程结构的优化设计有重要意义
�

文献〔� 〕首先用变分法讨论了连续体的结构参数小变化对特征值的影响问题
�

陈介中提出的

结构动力分析的矩阵摄动法省去了系数矩阵对分析参数的求导过程
〔“’,

其使用受结构复杂程

度的限制较少
�

对于特征值的摄动问题
,

国内也做过系统的研究
‘”’� 上述文献的讨论均限于

对称系统
,

而工程中非对称系统大量存在
,

如旋转机械中常见的转子 油膜轴承 系 统
,

由于

受到轴上圆盘陀螺效应和支承刚度及阻尼各向异性的影响
,

系统的刚度与阻尼矩阵是非对称

的
。

本文在矩阵摄动法的基础上
,

针对具有一般粘性阻尼的非对称系统
,

进一步讨论了复特

征值的摄动问题
�

二
、

非对称系统的正交关系

设 � 个自由度的线性非保守系统的运动微分方程可表示为

〔� 」���� �� 〕�夕�� 〔� 」�� 圣� �� � ��
�

��

式中�毋是 � 维复数列阵
,

而〔� 〕
,

〔� 」
,

�� 〕分别为系统的质量
、

阻尼和刚度系数矩阵
,

均是 � � � 阶的实数矩阵
�

设各系数矩阵不一定对称
,

〔� 〕是可逆的
,

系统无重特征根
�

�

徐尹格推荐
�
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特征运动有如下形式
�

�夕�� �� �� � � �� �〕 ��
�

� �

将 ��
�

� �式代入方程��
�

��
,

得

��
�

〔� �� �〔� 」� 〔� ���� �� �� � ��
�

� �

其中 � �� � 久士‘。�是系统的复特征值
,

该方程有非零解的条件为

��
�

�� �� � �� 〕� 〔� 〕�� � ��
�

透�

方程��
�

劝为系统的特征方程
�

按规定各系数矩阵均为实数矩阵
,

��
�

�� 式必 有 � 对共辆复

根
�

对应每一个复特征值 � �
,

由��
�

�� 式可确定一特征列向量��
, �

�

数学
�

匕 按下述方程
�

�� �, ��
�

�� 〕� � �� �� 〔� 〕�二�� �
, ��

�

� �

对应各复特征值 �
, ,

还可确定一系统的特征行向量��
, �

, ,

本文称之为伴随特征向量
�

若系统是对称的
,

有下式成立
�

�万�� �� � ��
�

��

设 � ‘
,

� , 是系统两个各异的复特征根
,

分别代入方程��
�

� �和 ��
�

��
,

得

�� ��� 〕� �
‘�� 〕� 〔� 〕��� ‘�二�� �

,

�刃 ����� �〔� 〕十�
�〔�〕� 〔� 〕�二谧� �, ��

�

��

第一式左乘笼� 对
, ,

第二式右乘 ��
‘

�
,

然后两式相减
,

得

�� ‘一 � , ��� , �, 笼�� ‘� � , �〔� 〕� 〔� 〕���
, �二 � ��

�

� �

讨论方程��
�

��
,

得到一个重要的关系式
�

� �

�� ‘,
’

��“
‘
� “‘��� 」十 �� 〕�咬�

‘�一 �
� ,

�亩今�
��

�

� �

式中 。 , 是特征常数
·

方程��
�

�� 正是非对称系统中特征向量与伴随特征向量之间的 正 交关

系
�

三
、

复特征值的摄动分析

设参数摄动之后的系数矩阵可表示为

〔� 〕� ��
。〕� 。〔�

�〕
,

〔� 〕� ��
。

」� 。〔�
�

�
,

�� 〕� ��
。

〕� �〔�
,

〕 ��
�

� �

式中仁�
。

」
,

仁�
。

�
,

仁�
。

〕是系统初始的系数矩阵
, 。仁�

�

〕
, 。〔� ,〕和 。��

�

�分别表示各自的改

变量一 是 一个表征系统变化程度的小参数
,

若 。。 � 时
,

应 有 〔� 〕。〔�
。

〕
,

〔� 」。【�
。

」及

〔� 〕。 ��
。

�
�

由摄动理论
,

如果系统在初始条件下的解存在
,

则因小变 化量
。〔�

�

」
, � 「�

�

」
, 。〔�

,

〕

所 引起的特征值和特征向量的改变量
,

可用有关
￡的解析函数来描 述

,

如 将 第了阶特征值

和特征向量按 。展开成幂级数形式
‘“’,

即

� , � ��
。, � ��乡

‘, � 。��乡
� , � …

,

�� , �二 �� 夕
。, � 。� �

‘’� 。� �二
, ’� … � ��

�

� �

将��
�

�� 式代入方程��
�

� �
,

得

� �� �
。, � 。�乡

‘’�
�
�仁�

。

�� 。〔�
,

��� ��乡
。’� 。� �

‘’��〔�
。

〕� 。〔�
,

〕�

� 〔�
。

〕� 。��
,

〕�� � �
。, � 。� �

‘, �� �� � ��
�

� �

若仅求一阶微 量
。

彩
‘, ,

上式展开且略去� �扩�以上各阶微量后
,

砂 和 扩项的系数应 分 别等

于零
,



复特征值的一阶摄动解

得
。。 � 刀�� �

。’� �� �
。, �� �� �

。, :
D ( S

;

。少
) { Y )

‘’
} + S 乡

‘’
{ 2 5

;

。’
[ M

。

j + 〔C
。

〕}{Y {
。,

}

+ { ( S ;

。,
)
2

[ M
,

〕+ S二
。’〔C

,

〕+ [K
I
〕}通Y二

。,
} = { o }

式中
:

D (S今
。)

) = { ( s
;

。)
)
2

[ M

。

」+ s )
。,

[ C
。

〕+ [K
。

〕}

方程(3
.
4b )可改写成

:

D (S ;
。’
) { Y 乡

”于+ S )
‘’
{ 2 5

;

。’〔M
。

〕+ 〔C 。 」}{Y )
。’
}

= 一 {(S 梦
’
)
2

「M
:
〕+ S乡

。’仁C
,

」+ 仁K
,

〕}{Y 乡
。’
}

上式 左 乘 魂X 乡
。、

}

, ,

得

{X )
。’
}
,
D ( S 乡

。 ,

) 谧Y 乡
‘’
} + S

)

‘’
{ X 乡

。’

}
, 魂25乡

。’
[ M

。

〕+ [C
。

〕} {Y 乡
。’
}

~ 一 {X ;
。,

}
,

{ ( S
;

。,
)
名

[ M

,

〕+ S乡
。,

[ C
;
〕+ [K

;
〕} {Y 乡

。,
}

由方程 (2
.
7 )和正交关系式(2

.
9) 可知

:

{X 乡
。夕

蛋, D ( S
;

。,
) = { o }

,

{ 刃乡
。’
}
T
{ 2 5 二

。’〔M
。

〕+ 〔C
。

皿} {Y 乡
。)

} =
切 ,

将(3
.
7)

、

( 3

.

8
) 式代入方程 (3

.
6 )

,

得

(3
.
4a )

(3
.
4b )

(3 5 )

(3
.
6 )

(3
.
7)

(3 8 )

S ;
1夕

一众
一

{ X
;

。)‘·“ S ;
。

”
“

「M l〕+ S ;
。’「C

!
」+ 「K

!
」“Y “

。’

‘
(3

‘

9
)

此式就是复特征值的一阶摄动解
.
一般我们设初始系 数 矩 阵 是 已 知 的

,

而 初 始 的 特 征

值 凡
。’, 特征向量 {Y ;

。)踌。伴随特征向量 {X 二
。,

}
, ,

可从原始的计算结果获得
.
因 此

,

只 要

给出摄动
一

量 。〔M
:
j

, 。〔K
,

」和 。〔C
,

〕
,

由(3
.
9 )式很容易求得复特征值的一阶摄动量

。
S 护

,

不

需要重新求解复特征值 问题
.

特别需要说明
,

( 3

.

9) 式给出的是系统复特征值一阶摄动解的一 般形式
,

对 于 各类离散

的 (M
,

K

,

C ) 系统
,

其特征值一阶摄动解均可从方程 (3
.
9) 的简化中得出

.
如对于无阻尼

的实对称系统
,

〔C
。

〕和「C
,

」为零矩阵
,

并有下面几个关系式成立
:

S 乡
。’
= i。乡

。’;
S 二

‘’二‘。二
‘’

{ X 乡
。’

卜{Y二
。’
}

, n J 二 i( 2。)
。、

) { Y
, 。 、

卜T [M
。

」通Y二
, ’
}

式申 i= 心 一 1
.
将(3

.
10) 式代入(3

.
9) 式

,

得

(3
.
10)

码
‘’-

一 _

_
1

_ 、

{ 卿
,

内〔K
l
〕一 (。黔

“

〔M
:
j}{ 卿

,
}

2 。乡
。’

{ Y 今
。’

}

了

仁M
。

〕{ Y 乡
“’

}

(
3

.

1 1 )

若采用正规化的特征向量
,

即

{Y 二
。,

}
r 仁M

。

」笼Y ;
。,

卜1 (3
.12)

于是有
:
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呵
‘’

2 。乡
。,

笼Y 乡
。’
}
T 凌仁K

,

卜(。乡
。’
)
2
仁M
;
〕}{Y参

。’
} ( 3

.

1 3 )

上式与已有的推导结果是一致的
「“’.

四
、

算 例

下面以数值实例说明本文所述方法的有效性
.

考虑一个具有交叉刚度和交叉阻尼的两自由度振动系统
,

图中
: m = 1 , K

, .

= K

, ,
= 1 叭

如图 1所示
.

K , :
= 一K

‘ ,
= 4 ,

C
, ,

= C
r 一

= 4 ; C
r ,

= 一 C
:一

= 2

初始的质量
、

阻尼和刚度矩阵为
:

r 1 0 ,
_

r

[ M

。

」= } } [C
。

」= }
一

0 I
J ; -

一 2

」
〔K

。

〕一
l

;

10 一 4

1 0
」

现设摄动小参数 ￡的值从 5肠到 25 肠变化
,

各摄动矩阵取如

下的形式
:

〔M
l
〕一
[

一 1 : r- 0 一 2
,

}
〔C ;〕= } ! [K

: 〕=
“ ; ‘

2 O
J ;

1 0

0 一1
「二

图
0 10

l

。 , 的计算结果
,

表1

表 1 和表 2 分别列举了各阶复特征值的实部幻和 虚 部

并给出摄动解与精确解之间的相对误差 , , .

表中只列出系统的两个复 特 征

各 阶 实 部 大,

的 比 较

一

喘令瑞
00。一

一摄 动 解

踌丽
------
一}精 确

一

解 一
2.0。。。1

一

一 摄 动 解

误 差(拓)

一 2
.
0 26 14 一 2

.
0 5 5 8 2 一 2

.
1 65 5 0

一 2
.
04 8 8 1

- - -- -
一

一2
.
0 8 8 9 3

。

一-一
--
一}

一 2
.
0 7 3 22 {

一 2
.
1 2 5 48

一 2
.
0 24 4 1 一 2

.
0 9 7 6 3 一 2

.
1 22 0 4

0
.
0 8 5 5 0

.
34 0 8 0

.
7 5 19 1

.
3 10 3 2

.
0 0 7 1

一2
.
18 4 3 8 一 2

.
38 8 6 3 一 2

.
6 1 69 5 一 2

.
87 4 5 1 一 3

.
1 67 8 0

一 2
.
1 75 6 0 一 2

.
35 1 1 9 一2

.
52 6 78 一 2

.
70 2 37 一 2

.
8 7 7 9 7

0
.
40 2 4 1

.
5 6 7 7 3

.
4 4 58 5

.
9 88 7 9

.
1 4 9 7

表2 各 阶 虚 部 。 ,

的 比 较

一\
。
(终)

精 确 解

摄 动 解

误 差(多)

精 确 解

1
.
64575 1

.
69625 1

.
79239 1

.
8377 1 1

.
88076

1
.
69694

1
.
74517

1
.
74812 1

.
79931 1

.
85049 1

.
90168

0
.
0404 0

.
1692 0

.
3860 0

.
6956 1

.
1123

3
.
64576 3

.
90672 4

.
18959 4

.
49825 4

.
83770 5

.
2 1408

动 解

差(拓)

3
.
89694 4

.
14813 4

.
39931 4

.
65049 4

.
90 168

0
.
25D2 0

.
9896 2

.
1990 3

.
8697 5

.
9 914

摄误
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值的变化情况
,

另外两个共扼复根有着相应的改变
。

五
、

结 论

通过上述讨论可知
,

一阶摄动 量 绍乡
‘’

有如下特点
:

l) 系统某一阶复特征值的摄动量
,

除受到系数矩阵摄动量的影响外
,

仅与本阶的初始

特征值
、

特征向量及伴随特征向量有关
.

2) 系数矩阵中各元素的变化引起的复特征值一阶摄动量
,

符合线性叠加原则
.

摄动法求解多自由度系统的复特征值
,

它利用了系统的初始解
,

仅需作一些矩阵的代数

运算
,

只要求系数的改变量
:仁M

,

〕
, 。仁C

l
〕

, 。〔K
;
〕是小量

,

比重新求解方程 (1
.
1) 要简便得多

.

从数值实例看到
,

当结构参数的变化在 15 帕以内时
,

一阶摄动解的误差小于 4肠
,

较真实地

反映了系统参数变化对系统复特征值的影响趋势
,

这对于结构参数的动态优化设计有重要的

意义
。

本文承张瑞林副教授的热情指导和支持
,

特此致以衷心的感谢
.
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