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摘 要

在一公共节点为中心的各单元中
,

对于线性形函数
,

实际计算和数字实验表明
,

温度在 单 元

各节点上的时间导数用它在中心节点上的时间导数表示是可取和合理的
.

由此 可 在对微分方程用

有限元法进行空间离散的基础土得到单个节点温度的时间导数与其周围节点温度的关系
,

建 立 温

度场的显式计算格式
.

它具有计算简捷的特点
.

用最大值原理对稳定性的分析导出了与 稳 式算法

类似的稳定性条件
.

一
、

引 言

用有限元法计算瞬时温度场
,

在空间
,

无论直接对微分方程进行离散
汇” 2 , 还是用热平衡

原理进行离散
〔“’‘1 ,

从导出的方程看
,

不管对温度的时间导数项取什么差分形式
,

每一时刻

的温度场都要通过解一 组代数方程获得
.

从这个意义上讲
,

方程都是隐式的
.

因此
,

人们试

图寻求显式算法
,

以避免解联立方程组
〔5 ’6 ’7 ’.

实际上
,

单元内各节点温度的时间导 数 可 以

用某种关系或近似假设彼此相互表示
.

由此可方便地导出计算瞬时温度场的显 式 有 限 元方

程
。

二
、

热传导问题的有限元方程

研究如下热传导问题
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其中
,

p 为密度
, 。
为比热

,

口为内部热源
,

T 为温度
,

t 为时间
,

日 为求解区域
,

厂 为 口的

边界
,

兹是厂的外法线方向余弦
,

T
:

为环境温度
,

h 为热交换系数
,

T
。

为初始温度
,

x ,
为笛

卡尔坐标轴 了方向的坐标
,

圣为热流矢量
.

在用有限元法求近似解时
,

把 口 划分成若干单元
.

设每个单元 (e) 内有 。个待定的节点

温度
,

插值形函数为N
, ,

N
Z ,

⋯
,

N o .

于是单元 (e) 内的温度表示为

骨

张涵信推荐
.
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利用这些关系式
,

根据加权余量法最终导得的常微分方程组为
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其中矩阵的阶数等于求解域内待定温度的节点数
,
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其中k ‘
为 扩方向的导热系数

,

另外

H 贾
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显然
,

积分式 (2
.

1 4 )和 (2
.

15 )只有在单元的周界是求解区域的实际边界时才存在
,

在内部单

元都是零
。

对方程 (2
.

1 0) 通常化为下式来求解
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其中
,

o ( 0( 1
.

对方程(2
.

10 ) 中的时间导数项用加辽金法处理
,

得 0一 2 /3
〔”

,

用抛物线公

式处理
,

得 0 ~ 1邝
‘”’,

若取 0一 1
,

相当于全隐式格式
,

也可作变时间步长 的 三 点 差 分 处

理‘。」 .

不管0 取什么值
,

即使取 O一 0
,

都必须求解联立方程组 (2
.

1 8)
,

才能得到当前时刻的

温度场
.

这里统称这些为隐式算法
.
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方程组(2
.

10) 中每 一个方程所包含的温度对时间的导数涉及到若干个节点
,

其中包括矩

阵 [尸」的一个对角线元素所对应的节点
,

这里称之为中心节点
.

以此为公共节点的周围单元构

成一个隶属于每一方程的小区域
,

或称子域
.

其中各节点温度的时间导数一般是不相等的
,

在选用线性插值形函数的情况下
,

分析和计算表明
,

假设它们都与中心节点上的值相等
,

不

仅不损害计算结果
,

而且能由此导出显式计算方程
.

因为这时方程组 (2
.

1 0) 中的每 一个方程

可写为
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其中下标 宕表示中心节点
.

因此
,
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则从方程 (2
.

1 9) 就导出一种显式有限元格式
,

即
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其中
,

右上标 k 表示时间层
.

当然还可 以导出其它形式的显式格式
.

利用方程 (2
.

21 )对几种导热问题进行的计算都得到了很好的结果
.

下面仅用对轴对称导

热问题的分析和算例进行说明
.

三
、

轴对称导热间题

设无热源
,

则轴对称导热方程为
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其中
r 和 z 分别为径向和轴向坐标

.

划分三角形单元
,

构造线性插值函数
,

并把积分式 (2
.

1 1)

一 (2
.

1 5) 中的权函数取为形函数的指数形式

研
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其中
n 取整数

.

于是在(2
.

2) 和 (2
.

3) 式的定解条件下
,

容易把方程 (2
.

1 9) 具体写成
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其中‘
,

j
,

m 表示三角形单元(e) 的顶点的反时针方向编号
.

方程右端括号内的第二 大 项 只

有当边界元中的 ‘和 了或 ‘和 m 同时是第三类边界条件的边界点时才存在
.

另外

, ‘· , 一

合
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;
在方程 (3

.

3) 中((3
.

5) 式除外 )
,

若令 矛‘
“ )一 r ‘一 勺一 1

,

则它就是求解平而导热问题 的有

限元方程
。

有趣的是
,

若在方程 (3
.

3) 中令
n 一 O

,

对于内点
,

它即相当于文献「5丑直接从导热方程出

发借助于格林公式利用中值定理的近似积分得到的方程
; 若令。一 1

,

则相当于文献 【6 ] 在温

度的时间导数在三角形单元内处处相等的假设下利用变分原理得到的方程
.

另外
,

不难验证
.

对于某些特殊的有限 元网格
,

例如在图 1 (与 。一 。对应 ) 和图 2 创 J
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n 一 1 对应 )的网格上
,

关于中心点 f 的有限元方程(3
.

3) 与微分方程(2
.

1) 在该点用空 间中心

差分建立的差分方程具有完全相同的形式
.

表明有限元方法与有限差 分 法 具 有内在的
一

致

性
.

四
、

稳 定 性 分 析

为便于对方程(2
.

2 1) 进行稳定性分析
,

把它改写为
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在轴对称情况下
,

条件 (4
.

2) 可具体写为
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其中
,

分母上的第二项只有在边界上才存在
.

在内点为零
.

对于某些特殊网 格
,

在 常 物 性

(Pc 为常数 )情况下
,

并 k护
’一雌
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.
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.
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.
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不等式 (4
.

4) 右端分母的第二项表明
,

若 h> o
,

则八t将受到 h 的限制
,

大的 h 值会成为

不能加大At 的主要因素
; 若 h很大

,

或变化激烈
,

会给 At 的选取造成困难
,

甚至导至不合理

的结果 〔。’.

因此遇到这种情况宜在在边界上对方程 (3
.

3) 用隐式格式求解
.

不等式 (4
.

3) 实际上是稳定性对单元形状的要求
.

如图 3 所示
,

在轴对称情况
,

对中心

节点 i 周围的任一节点 k
,

不等式(4
.

3) 经过简单整理可化为
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其中 l
‘,
为点 公和 j间的距离

,

余类推
.

这是对二个共边三角形对

角关系的限制
.

如果匕f了k和匕加k 都小于二 / 2
,

则不等式 (4
.

7) 成

立
,

如果其中一个角大于二 / 2
,

只要仍满足不等式(4
.

7)
,

仍然许

可
.

这种限制类似于文献〔1 1〕从根据热平衡原理建立的有限元 方

程导出的条件
,

即二个共边三角形对角之和不大于二
.

五
、

数 字 实 验

均质球体的导热问题选为数字实验的一个对象
.

设初始温度为T
。,

把它突然置于环境温

度为 T
,

的介质中均匀受热
.

这是一个具有解析解的球对称问题
〔‘“’,

只需在柱坐标系内讨论

子午面的 个象限
.

图 4 是划分的单元网格
。

图 5 是球体不同半径位置上的无因次温 度 日二 (T 一 T
。
)/( T

:

一 T
。
) 的 数 值 解

.

对方程

(3
.

3)
,

按 (2
.

20) 式的格式求解时
,

取。一 1的结果 与解析解吻合
; 取 。一。的结果始终偏低 ,

取 n》2 的结果则始终偏高
.

表明了取 n 二 1 的最佳性
.

图 5 还 绘出了 0一 0
.

6 7 时按隐式方程

(2
.

18 )的计算结果
.

它与解析解虽然总的说来也吻合良好
,

但不管 0 取什么值
,

球面下的若

干排节点在计算初期总出现负的日值
.

图 6 是表面下的第二排节点 (:
/ R 一 0

.

9) 的无因次温度

用各种方法计算得的起始阶段的变化历史
.

从隐式格式得到的结果在一短时期内明显违背热

传导规律
,

而显式格式的结果则好得多
.
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六
、

结 论

在每
一

个以中心节点为公共节点的各单元组戍的小区域中
,

在线性形函数的情况下
,

能

够以中心节点的温度关于时间的导数表示小区域中各节点的温度关于时 间的导数
.

以此导出

的求解瞬时温度场的显式有限元方程计算简捷
,

并便于进行稳定性分析
.

实际计算和本文的

数字实验表明了这种算法的可行性和合理性
.
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