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摘 要

本文研究一类带有非线性边值条件的半线性二阶椭圆型方程的奇异摄动问题
:
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利用压缩映象原理证明了渐近解的一致有效性
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出渐近解的构造及其一致有效性的证明
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少巨式渐近解的构造
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即
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,

容易证得
:

对于由定理 1 给出自勺渐近解Z 。 ,

成立估计
:

}N 仁几〕}
*
二 O (。耐卜

k ) (3
.

1 )

}B 仁几
几{f二 O (。耐

’

) (3
.

2 )

其中 k 为任一自然数
.

定理 2 当假设 H (2
.

5) 以及定理 1 的条件成立 j讨 边值问题 (1
.

3) ~ (1
,

4) 对于充分小

的 : ) O
,

存在唯一解 u( 二
,

约
, 。〔户

, “

(g ) 自C
办一

(口 )
, _

且当 。》2 时
,

对于定理 1 构造的形式

渐近解几(x
, : )

,

总成立估计
:

!
。一森 {

:
= O (。”

+ ’
) (。、o )

证明 将对较大的 。 证明余项 : (
‘

丫 , 。)的存在性
,

再估计】
r !

2 , 口 .

记
:

N 〔几」二 一
: m + ’

Q(x
, : ) (3

.

3 )

显然存在适当小的 : 。> 0
,

当 : 〔(0
, : 。〕

,

有
:

Q〔C 仪(厕)
,

{Q }
。
二O (z )

,

}Q J
:
= O (1 )

因此
:

{Q }
。

二 O (1 ) (3
.

改)

令 。一 Z , + r : , + ‘

代入 (x
.

3 )
,

再减去(3
.

3 )
,

可得关于
r (二

, 。)的方程
:

白

口义 ,

a 、* (二
, 。)了

r

飞一。
、

(二
,

z , , 。)r 二口+ 。

口义 分 」

(3
,

5 、

这里
:

~
、

1
, ,

。
.

。 _ 、 , 、 。 ~ 二 , , ,
一

。
一

‘ 、

q j 又r ,

劣
, e ) 三

一

Z n ““吸%
,

乙 , + Ur ￡
’‘

”
‘ , ￡ , r 一己

’ ‘

”
‘

LU、口气 1 )

容易证明
:

}U . }
, = 0 (1 )

,

}厂
.
}

, = O (。
一 舌) (。。 o )

再注意到 几 = U . 十 。犷。
,

可以断言
:

对于函数类 _

I 二{r〔C
O ’ “

(幻)】
。饥 + ‘

}
r
l
。

( 1
, e m 十 ‘

}
r
!尝《 1 }

以及 e〔〔0
, 。。〕

,

0〔[ 0
,

i〕; !少}
。

一致有界
.

(3
.

6 )

类似地记
:

B 〔几二二 一
。, + ’

R (s
, 。) (3

.

7 )

由(3
.

2 )可以知道
,

当 。〔〔o
, 。。 ] 时

,

R 〔C 沪 (a口)
,

并且 !R !f
, 。

关于
e〔仁。

, e。〕一致有界
.

(1
.

4 )减去 (3
.

7 )
,

得到
r (x

, 。)必须满足的边值条件
:

B 一

(
占,

“ +

一价
一

+ “
工

一奇
一 , ·

)奇
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+ 。
。

(
· ,

z 。 + 。
2

一
,

口

言犷
, ￡

)
犷一、

(3
.

8 )

综合(3
.

5 )
、

(3
.

8 )

,

厂
:

口
8 一 夕 _

万 d介

得到 r (叉
, “)

价引
犷8S

Z‘.、
、

.

口
一一

(一
(/

, ·,

乳
: , 。 , : , 一

豁)
·

(0雀口
t ,

口
:

( l
, : 〔日百2 )

的非线性边值问题
:

)
一”

·

(二
,

Z 。 , 。) 。一Q + 小 (: , 二 , 。) (叉〔口 )

(3
‘

9 )

(s〔a口)十
击浏

这 甲
:

B
。
(s ,

Z 。 + 。饥 + ‘
0

Zr ,

aZ 。
/ 口l

, 。)
a 兰 B

二 ,

(s ,

Z。 + 。m + ’r
,

口Z 。 /。l十 。m 十 ’
口

l口r / 口l
, 。 )

R (s
,

e )

(3
.

10 )

、..,.,l
...J

b二、
万

。 ,

(s ,

几 + 。爪 干 ’r ,

口Z 。
/ 口l+

。扭 十 ’
口

,口r / 口l
, 。)

(0( 0
1 ,

口
2

( 1 )

由(3
.

6 )及H (2
.

5 )
,

H (2
.

4 )
,

可断言
:

只要 。。适当小
,

则当 。〔(0
, 。。〕时

.

对于函数类 亚
:

r _ .

二 ! 口r 1 1
_

、

I 二之
r 〔C

‘, a

(盈)}。叫 r {
。

< 1
,

。价
l

一

百
,

{ < 1十皿
一 1

’

、一
’

“ ““ 产 ’一 ” ‘“ \
‘ ’

一

1 al l
。 、 一

J

函数 。 ,

b 于 s〔a口 有意义
,

巨有性质
:

m a x (1b l犷
, a ,

}a l犷
, a

)( C

a ( o 〔或 a 二 o
,

如果H (2
.

5 )
‘

成立〕

常数C不依赖于 r , s ,

口
工,

e
:

之选择
.

由H (2
.

2 )可知
, 。。适当小

,

可同时有立
:

一 h
。
(丫

,

Z。
, 。)( 一 J < 0 (劣〔口

, 。〔(0
, e o

〕)

形式地定义算子 T
:

q = T (甲)

表示 q 是 由 沪决定的下述边值问题的解
:

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

夕 : :

_
,

口 口

石七g 」一 ￡-

之曰 。
_

而
U 垅 ‘

Q f了

口q

口叉 ,

一 h
“

(戈
,

Z。
,

。)q = Q + 小(中
, % , 。) (见〔见)

(3
.

1 4 )

‘: 。: 二
一

昌了
+ ·

(
% , · ,

,
,

且了)
。一“

(
X

, · ,

,

为了证明算子T 在某个适当的函数空间中有不动点
,

引理3
.

1 (参见文 [4 lp
.

12 8 T h
.

6
.

3 1 及注 )

a切

口l 产

给出下述引理
:

(%〔口口)

设 L二乙 * , (幼
-

‘, j

口2

口x , 日% 夕

+

军
“, (· , 。

灸
一

+ ·‘· ,

是 区域口 中的严格椭圆算子
.

即成立
:

乙
a ‘, (x )舀

,

占, 》川霓1
‘

书, 夕

常数 拼> 0
,

正g 和 言= (言
, ,

蚕
2 ,

⋯
,

舀
,

), 〔R
” .

又设 e
扭)( 0

,

边界 0口 属于 C
z , “

(R
,

)
,

L 的系
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数都属于C
“

(g ) ; 设B 三 : (x) + 厅(x) r V
,

视B 为作用于a口上的函数 “ 的边界算子
.

一
_ _ _ _ ~

.
_

_ _
~ / 口 口 、T

其中 泞(, )一 (刀
,
(x )

,

⋯
,

刀
。
(x ))

T , r (‘ ,
,

“
‘
(‘)〔C

, ’ “

(”。)
,

v 一气奋
:

一
‘ ,

。云)

并 目
、

对于a口上单位法向量矛(x)
,

总成立
: : (劝 (泞(劝 , 矛(劝 )< o

,

则下述斜导数问题
:

L 〔“〕二 乙
‘, j

口Zu

, a , , (x

与或言巧
+

军
““· ,

爵
+ ·‘· ,一“

· , ‘·〔“

B 仁·〕二 二 + ”
, v

一
‘· , · +

军”
,
‘· ,

默
一 , ‘· , ‘·〔”“ ,

对于所有的 f( 劝〔C
“

(g )以 及甲(x )〔e
’ “

(口口 )
,

存在唯 一的属于C
Z ’ “

(g )的解
.

推论 当 c( x) ( 0
,

r( 劝》o
,

且 c( 劝等 O 时
,

上述引理也成立
.

引理3
.

2 (参见文〔4 〕
,

p
.

1 2 7
,

T h
.

6
.

3 0 )

设 g 是 R
”

中边界属于 C
“’ “

的 区域
,

又设 u〔C
“, “

(g )是L 〔“」= f 在口中之解
,

并满足边界

条件B 「“ ] == 甲
,

(口
,

L
,

B
,

厅
,

矛的定义见引理 3
.

1)
,

其中 }百峪 !) K > 。
,

关于二〔a口一致地

成立 ;
再设

:

m a x ( l
a ‘, (x ) }

。 ,

!b
‘
(x ) !

。 ,

!
e (二) !

。 ,

! r (x ) ff
, 。 ,

t刀
‘

(二 ) if
, 。

)( 月
‘,

I

常数 K > 0
,

刁 > 0
.

则成立估计
:

}
u
!

2 , u

( C (}
。
】
。+ }甲}f

, 。

+ If !
。, 。

)

其中常数C只和 n ,

a
,

只
,

对
,

K 以及口有关
,

而不依赖于 甲
,

f 的选择
.

引理 3
.

3 (参见文〔5〕
,

Ch
.

V
,

马3 3
,

(B ))

a ‘, a ,

b> o
,

o< a , < i (i= i
,

2
,

⋯
, 。)

,

有估计

一。

(鑫一
+ “

)
,

则成立估计
:

一。

(鑫
一

总
‘+ “

)

引理3
.

4 (参见文〔5〕
,

同上)

设 tn 为非负整数
,

0< 几< 1
,

则对于 C‘ “(刃) 中的一切 函数
,

成立估计
:

k + 又

而干万

川一 k

[ “」。
, * = 0 (〔u 」价 一几

〔“1丁
十久 + [

。〕
。
尸

一 ‘, · , , )

这里 k< 。
,

k 是非负整数
,

R 是只和口 有关的常数
。

引理3
.

5 (0
.

A
.

O 二e 仑。。 : ,

参见文〔3〕T
e o

.

4 )

对于引理 3
.

1 中给出的严格椭圆算子 L
,

设 c( 戈)< 0
, %(口; 给出已知 函 数 a ,

b
:

a( 劝

> 。
,

b( 劝 ( o
,

二〔a口 ; 则对下述
’

斜导数问题
:

L[u 〕二

歌
‘,

森
+

补斋
+ C一‘ (戈〔口)

n 。 , , 、

a u

。 Lu J王 a 吸x 少 万 厂 + O吸劣)材~ 甲叹x )
U ‘

(正日口)

.r...,‘

!l

之解有估计
:



}u }
。

(
川

司 + mi
n

巾}十 K
l斗

- : 瑟(汗
‘一 , +

丫
,““+ !

· !
)1

这 卫 m 三 !叫 g
,

M 三 }/l
。

.

常数K
t ,

内法线向量 营交成锐角的方 向
.

只依赖于区域口 和 l的选择
,

Z限定为某个 与 口口 上

日K

引理3
.

6 (参见文 [ 4 3 P
.

10 8
,

’

l
’

h
.

6
.

1 7 )

设 “ 是方程 L仁川 = f (见引理 3
.

1) 在开集 日 中属于 介 (口 ) }j勺解
,

其中 f 及 无 {」勺系数属

于 C
‘’ a

(口)
,

则 u〔C 七+ 2 ’“

(口) ; 如果 f 及 L 的系数属于 C 刀 (月 )
,

则 ,‘〔C沁 (口)
.

引理3
.

7 (参见文石4〕P
.

13 8
,

引理 6
.

3 8 )

设口〔R
“ ,

日口〔C
抢 ’ a

(几> 1 )
,

开集口
‘

D g
,

如果切〔C
今, o

(口g )
,

贝,{存在函数沪〔C }
’ a

(日
,
)

,

使少 }
。。一 卯

.

并成立估计
:

!中}
。 , a

《C ( !甲 ! f
, 。

)

这里 C言
’“

(口
‘
)指紧支集在口

‘

中的C . ’“

函数类
,

C吉
, “

(口
‘

)二 {f〔C 介 ,

叹口
‘

)卜石p可〔口
,

卜

常数C只依赖于 寿
,

a口 和 口
产

的选择
.

继续证明定理 2 :

考察线性边值问题 (3
.

1。)
,

由有关系数的光滑性以及 (3
.

1 3 )
、

(3
.

1 4 ) ; 和 (了, ”) I
‘。。口

> 。> 0
,

由引理 3
.

1易得
:

给定 。〔(0
, 。。j

,

对任一 沪(二
, 。)〔C

Z ’ ‘

(g )
,

存在唯一的解 q (二
, 。)〔

c 2,
“

(盛)
,

即前述算子T对于给定的 。) 。
,

是 e
, 。

(后)上的到自身的映照
.

由引进的几个引理
,

我们可以证得
:

引理 3
.

8 (证明细节因为限于篇幅
,

从略 )

对于(3
.

1 4 )之解 q( 二
, 。 )

,

成立下述估计
:

lq !
2 , a

( K /
: 2

(K > 0 )

关于函数类正

, 二 干
·。。

2 , ·

(。)
+
“”“ ’切’:成

’
· “’“

{雳
_

1
.

:
, 。

( 1

、
’。招 十 ‘

1甲 {f
, 。

簇 1
, ￡仍 + ‘

}甲 }毒毛 1
(3

.

1 5 )

以及 。〔(0
, 。。〕一 致地满足

.

选取 。,

‘。。 ,

使当 。〔(0
, 。,

」
,

成立
:

。K
Z

( 1
,

。K ( 1 (3
.

1 6 )

可知
,

当 。> 4 时
,

对 于 甲〔H
。

三 {甲e e
’ “

(g ) {】叫
2 , 。

( K / 扩}
,

沪一 定同时属于函数类 I
,

I
,

班
.

于是
,

算子T 是 巴拿赫空间 〔e
’“

(g )
,

卜}}二 }
·

{
2 , 。

」的凸紧子空间 H
。

.

上到自身的

连继映照
。

记 g 、
三T (甲

1
)

,

QZ
二 T (甲

:
)

,

八q 三 q l
一 q :

从 八Q 满足的边值问题出发
.

类似于引理 3
.

8的推导
,

易证得
:

当 m 》 3 时
,

存在常数 G 卜 O
,

不依赖于
s〔(0

, 。,

〕的选择
,

成立关系
:

IT (甲
,
)一 T (甲

2
)}‘ (G / 。

2
)。“

一 ‘

}切
,
一甲

2

}
2 , 。

(3
.

1 7 )

即
: 。) 4 时

,

适当选取 自 > 叼
、 ,

T 是H
。

到自身的压缩算子
.

由压缩映象原理
,

方程 (3
.

9 )T (r )= :
在H

。

上存在唯一解
,

记为 矛
。 ,

同时得到估计
:

!护
,

!
2 , a

( K /
。2

(3
,

18 )
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关丁
二 c〔(O

,

。
_
「

一

致地成立
.

由引理 3
.

6 可知
:

尹。 (, , 。 )三护
:

(二 )〔C
么 , “

(月 )自C刀 (月 ) (3
.

1 9 )

由边值问题 (3
.

9 )的导出过程可知
,

当 二》 4
,

O< 。( : l
,

边值问题 (1
.

3 )~ (1
.

4) 存在唯

一解
:

u (x
, “)= Z 。 (“

, 。)+ 。仇 十 ’犷。(二
, 。)〔C

Z ’“

(g )门C
、

(口 )
,

记 r。 一 :
二「(Z 。一 Z 。

_ :
)+ : 机 + ’于。卫。

一 , 一 ‘、

得到
:

}
r。 一 :

{一O (1 )
.

,‘(二
, 。)= Z。

_ 2 + : , 一 ‘ r 。 _ :

作足标变换
: 。一 m 一 2

,

即证得定理2
.

甲甲

四
、

推 论 和 注 释

如果边值条件是半线性的
:

。: ·〕二 a (二
, ·)

g犷
+ , (X

, · , ·)一。
(4

.

1 )

这里 a
,

刀当
。” 0 时有渐近幂级数展开式

:

a ~ 乙
a ‘(x ) : ‘,

刀~ 乙 刀
‘(x )e ‘

则用文〔6〕的方法
,

可 以推出
:

定理 3 在假设 H (2
.

1 )一H (2
.

5 )和 (4
.

1 )形式的边值条件下
,

边值问题 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )

当 ￡
充分小时

,

存在唯一解 u( x
, 。)

, “〔C0 (g )
,

并对任意非负整数 。
,

成立估计
:

!
u一几 }

。一O (e 饥 + ’

) (。 * o )

就是说
,

在连继模意义下
,

条件 。> 2 的限制是不必要的
.

2
.

定理 1
、

2
、

3 的结果可以 在更一般的条件下成立
,

即允许边值条件中给出的斜导数

求导方 向 7 有
一

个摄动
:

即
:

艺一了(x , 。 )= (l
;

(x
, 。)

,

⋯
,

z
,

(x
, 。) )’

a
.

卫
, . _

口

孟一

溉
““

, “, 。妥
‘

(了(x
,

o )’。) }
二 。。。> 。 ) o

(4
.

2 )

、.1
,

l了l
少

其中
,

l
‘

(二
, 。) (f二 1

,

2
,

⋯
,

n) 关于
。
有渐近幂级数展开式

.

这是 因为
,

可以对 Oo n H 。 : 的定理 (本文引理 3
.

5) 的结果作如下拓广
:

在求导方 向 了满足(4
.

2 )时
,

存在一个适当小的正数
e。 ,

(: 。) 。只依赖区域口 及边界 口口

的选择 )
,

使 正(O
, 。。l时

,

该定理关于所论斜导数问题的解函数的连续模的先验估计中可以

取到这样的常数 K : ,

K
Z :

它们不依赖求导方向 了(
二

,

。)随 。的变化
.
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