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摘 要

本文导出了适用于几何非线性有限元分析的增量形式的虚功方程
。

在这个增量形式的虚功方

程中
,

考虑了积累误差的影响
。

增量方法是在有限元几何非线性分析中的一个重要的基本方法
�

� ��� � �
� � 〔” 和 � ��

� �

� � � � �� ’以不同的途径导出了增量形式的虚功原理关系式
�

本文严格地导出了考虑误差 影响

的增量形式的虚功方程
,

它对于包括大位移和大 转动的几何非线性分析是方便的和实 用 的
�

一
、

虚 功 方 程

在非线性有限元分析中
,

对变量的描述有两种不同的方式
�

一种是
,

对应于每一次加载

状态
,

描述弹性体变形状态的位移
、

应变和应力都以最临近的前一个载荷状态所对应的弹性

体构形为参考系
�

这种描述 方 法
,

称 为 即 时 的 �
� ‘� �  � � 型 描 述 �

� � ��� “� � ��
� �
�� ���

�� �� �� � �� �� �
�

另一种是
,

对于任何一个加载状态
,

描述弹性体变形状态的位移
、

应变和应

力
,

都以初始的未变形的弹性体为参考系
�

这称之为总体的� ��
�
�� �

�型描述 ���� ��  ��
� � �

� ��� � �� �� � �� ��� � �
�

我们采用后一种描述方法—
总体的� ��

� � � �� 型描述
�

我们将运用 � �� ��
一
� �� � ��� ��第二应力张量及相应的 �

� � � � 一

� � � � � � � � 应变张量
〔� ’“ ’

来

表达增量形式的虚功方程
�

我们考虑弹性体的三种不 同的状态
�

状态 � 。

—弹性体的初始状态 �

状态 � ,

—
对应于载荷状态 � 的弹性体的变形状态 ,

状态几
十 �

—
当载荷 自状态

� 获得某一增量时
,

弹性体变形后所达到的新的状态
�

在状态 �。,

我们以 犷
。

表达弹性体的体积
,

以 �犷。。

表达 犷
。

的给定应力的 那 部 分 边 界

面
,

以 �厂
。。

表达 �
。

的给定位移的那部分边界面
�

显然

口犷
。
二�犷口

。
� �犷

�。

其中 口犷。是 犷。 的边界面
。

郭仲衡推荐
。
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�
厂

同样
,

在状态
� 二 ,

我们以 犷
�

表达弹性体的体积
,

以 �犷
,

表达 �
,

的边界面
,

�犷� 。

表达

给定应力的部分边界面
,

�犷
。�

表达给定位移的部分边界面
�

显然

口�
。
� �心

,

� 口犷
。。

考虑变形状杰
‘。 。

体力和边界面上的力的虎功
�

可表述为

二
� 一

’

�
� , ,

�二。�、,
,

�
�
� ,

。。二。�、。
,

� 沙厂 � , � 犷 �
��

�

� �

这里
,

�
”

是边界面 。厂�
,

上单位面积的面力
,

�
,

是体积 厂
。

中单位质量上的体力
�

方程 ��
�

�� 中的第一个积分可以表达为

�
。� 。。 ’

”
�

占� ��

这里
,

�
“

是作用于边界面

��� � ��� � � � � �� � �
�

。� � 。的单位面积上 的 虚 假表面 力 向 量 �
�盯�� � � � � � � �。

�

设 � 是边界面 �犷
。

的单位法向量
,

介 , 是第一 �� �� � 一

� ��� ���� �应力张量工的分量
,

于

是我们有

�
“

·

� � � �
·

工
·

占� 一� , � , �乙� ,
��

�

� �

按照定义〔”’〔‘’

勺 ’一 “。
忿 ��

�

� �

其中 �乙是对称的第二� ��
� 一
� �� � ���� �应力张量的分量

, 二。 与�
‘

分别是状态 � ,

和状态 ��

的物质点的坐标分量
�

口介闰�
。是变形梯度张量的分量

�

因此
,

方程 ��
,

�� 中的第一个积分可以被写成为

�
。� 口

。

�二‘““�一�
。� 。。 , 二“。“�

一

�
。� , 。 “, ,

杂
� �“一“� 一

�
。·。“几
毅

一

� , “一“�
��

�

� �

上面最后一个等式是由于在 �厂
。。

上 加 � �
�

应用 � �� �� 公式
,

我们有

�
。� 。

�。
杂

� �‘二�� 一

�
。。、

�
��
念�

, , “一�犷�

�
�
�。
念

“
一�厂

�
�

。

。�二 占。�丁
一�

、
�

。。。了��
,�无〔‘犷

��
�

��

然而
,

��
�

��
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其中
,

� 。和 � 分别是状态 � 。和状态 � � 的材料密度
�
六 是状态

� 。的单位质量的体力分量
�

将��
�

� �和��
�

� �代入方程�一 � �中
,

可知

、
犷一

�
� 。

��
�。
毅�

, , � � 。

了�〕
“一“厂 �

�
�
·
。
�几
杂

“
一

“�

考虑到平衡方程

�
�。
杂

一

�
, , � �

�

�’一 �

我们得到

�
� 。“乙
杂

“
一

“犷一

�
。� 。。 , ,“一“� �

�
·。”。‘,“一“�

��
�

� �

若我们以
� ‘表示状态 ��

, �

的物质点的坐标
,

则

“‘二 � ‘� � �
� ‘

为一� ‘� “梦

类似地
,

对于状态 几
� ,

我们有

「 。
� � ,

口�
, 。 , 二 ,

�
�

�
�

, 。 , �

「

�
� 。“汀

‘

”龙
一

“�“
, ’� 厂 一�

。� 。。‘犷
’ ‘

“� ‘� 月 � �
� 。“。�签

甲
’

“� , � 厂 ��
�

� �

二
、

增量形式的虚功方程

我们记

� ‘一� ‘� �梦“

一 � 。� � � ‘

其中 △� ‘一衅

按照定义
,

十 ‘
一衅 是从状态

� ,

至状态 ��
十 �

的位移增量
�

� � � �  一
� � � � � � � � 应变张量的分量

� 「口�
上
��

全 。

〕
� ‘ � � 喜�李共三 共华一 �“ �一 , ,
一 � �口� ‘ 口� ,

一 」

1 「 口( X
。
+

u ,

)
口( X

,
+

u 。
)

。

〕
一 了口

一一
一
~
认 ‘于一一

~

—一
-一一

二 扁
二于

—
-O‘ 寸 .

Z L 口人 ‘ 口人 ,
一 ’

」

一合(
一

, ,
+
·,

, ‘
+
“。 , 。·。 ,

,
)

这里 占
, , 是 K ro neek er符号

:

(2
.
1 )

(当 i斗 j 时)

(当 ‘二j 时)

Jr、人
一一

‘J

卜
O

令

八S ‘, 一S :j+
‘
一 S 乙

么e, , =
‘
扩

‘一‘乙

△u , , 。= “忿介
‘一“尝

, ‘
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A t‘ = t
r

十 ‘
一t梦

八f
‘二 f犷

十 ‘
一f 罗

考虑到

e
扩

’, 一
(u7 夕+

“
了夕+ 心夕

“

粉

= (u乳
,
+

u
罗

, ‘
+
“
又

, ‘u

又
, ,

) /
2

) /
2

“
几

可以得知

A “‘, 一 [A
u‘,

, + △u ,
, ‘
+

u
又

,‘
A
“, , ,

+
u
瑟

,
, A

u , , ‘+ △u *
, ‘△u,

,
,

] /
2

一 A e‘, + A 刀‘,

这里
,

△价 , 表示 八。‘, 的线性部分
,

八叭 , 是 △。‘, 的非线性部分
,

即

(2
.
2 )

A e‘, = ( △
“, ,

, + A
u , , ‘

+
“
琴

, ,
A
“* , ,

+
u
瑟

, ,
A

u , , ‘
) /

2

A 仃‘, = A
u 。 , ‘

A
u 。,

,
/ 2

现在
,

我们考虑载荷状态
。
+ 1 所对应的变形状态

c , + ; ,

虚功方程 (1
.
5) 可以写作

「 。_
. ,

a

z , . _ 二
, , ,

f

_
.

_ _ . , ’

r

J

:

。“汀
‘

百戒
“u ;万“厂 一

J
。: _

_
‘犷

’ ‘

“u犷
’ ‘

“A +
_

{
: 。

p
o

f 犷“ d u犷
’ ‘

“厂
、沪

U -

在状态 ‘
十 , ,

护 是已知的
,

显然有

占ur
+‘

= 占八“
‘

因此

{

1,
s 扩

‘之, , ‘。、u。
, , 、: 一

’

【
_, 厂

, :
· :。△u‘、, +

{

t ,

。。
f :

· ;
占八u ‘J :

J 犷 O J 沙犷 厅
_ ‘

J f
。

甘 口 一 一

(

2

.

3

)

利用第二 Pi ol a
一
K i

r o
h h of f 应力张量 多

” 十 ’

的对称性
,

容易得到

。. ‘
, 。 ‘

1
。。 ‘ t ,

。。
’ ‘

之 , , ‘。凸u , ,
, = 了

。介
’ 一

气之“
, ‘o 八““

,
, + 之“ ,

1 0 △u , , ‘
)

1
0 . 二 :

一百 。汀
·

[
(

x
, , ‘

+ △。。
, 。
)占八。

。, ,
+ (

二 , ,
, + △u。

, ,
)占A
u, , ‘〕

S犷
‘

(
x 。

, ‘占么u , ,
s

+
x 。,

, 占△u , , ‘
)

1一2

一一

1
十不

-

乙

S 扩
‘
( A

u , , ‘
d A

u 。 , , + A
。。 , , 乙A u , , ‘

) = S 扩
‘
d A

e ‘,

其中
‘A 。‘, 一

合
〔‘A一

,
, + ‘A “,

, 。
+
。
:

,

“A
。。 ,

, +
。
:

,
, ‘A 一

,‘

+ △u , , ‘
d A

u , ,
, + 八u,

,
s 占△u。

, 。〕

一
;

一

[ (纂登
+
黔)

‘A一
, ,

+

(绘
+
畏)

‘A一

+△“, , 。‘△“, ,
, + A “

, ,
, ‘A “, , ‘

〕
1,

= 万
叫

L
x
舌 , ‘O O u 专J 一翔汀o o u舌

, ‘十 。u 今 , ‘o o u 舌汀十凸u 今J o 凸“舌
, ‘)

自
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因此
,

由方程(2
.
3 )导出

{

, ,

(
八s ‘, 。△。‘, + s 乳。△。‘, ) J : 一

{

_, 二
△, ‘。。u ‘J , +

{

, ,

。。
△f

‘
。△u ,

d : + 。* (2
.
4 )

_1F n J刁 F 厅_ _I 犷 h

~ - ~
. U

-

这里
“R 一

丁
。: 。。‘,“A 一“A +

丁
:。 p

。

‘,“八一“犷一

{

: 。
S 乙“△一“厂

其物理意义解释如下
:
由于积累误差

,

在加载状态 ” ,

平衡条件一般地不能严格满足
,

因 此

存在着剩余误差

。* 一
!

_r二
, : 。八

“‘
J , +

{

; 二
。。

f :。八
u‘
J : 一

!

了,

s 乙x
* , ‘。、u

。 , , 。:

J 沙 厂 a o J
厂 O J 犷 0

若在状态 c
。 ,

平衡条件严格满足
,

则由方程(1
.
7 )可知

乃R 一 0

然而在实际计算过程 中
,

占R 等 O

三
、

结 论

方程 (2
.
4 )是适用于几何非线性有限元分析的增量形式的虚功方程

.
若不考虑积累误差

,

认为在前一个加载状态
,

平衡条件可以严格满足
,

则方程 (2
.
4) 与文〔1」和〔2〕中的结果是一

致的
。

然而
,

在非线性有限元分析中
,

在平衡迭代过程必须考虑剩余误差
.
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