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摘 要

切尔诺依 (r
.

r
.

tl e p二 二的 的高超声速绕流激波层的级数解法
,

不适用于 (, 一 1)/ (下+ l) 《

刀(下十 l) Mlsi 护刀 (? 二外/c
。

为绝热指数
,

M为马赫数
,

刀为激波倾角)的情形
.

本文只假定在激波

邻近存在激波层
,

在此薄层内
,

气体密度很大
,

但不排除(, 一 1)/ (下+ l) 《 2 / (, + l) M
Zs inz 刀的情

形
.

本文与切尔诺依方法的差别在于不把流动元展为 (?
一 1 )/ (? + l) 的级数

,

而是采用稍许改

变了的 M
.

E
.

工且
B e 双 法 〔2 ’.

文中以尖头薄体的高超声速绕流问题为例
,

阐述 了本方法的大

要
.

对于薄圆锥的情形
,

得到了计算激波倾角的公式
.

对于 , 一 1的情形
,

本文方法的一级近

似解 (4
.

9) 与通用公式(3
.

1 1) 完全一致
.

对于 (? 一 1 )/( , + l) ~ l/ Mzsi
n Z

刀的情形
,

本文的一

级近似解 (3
.

10 )比通用公式 (3
.

1 1) 要精确些
.

切尔诺依的一级近似解虽然也和通用公 式 (3
.

1 1) 一致
,

但是当? 一 1时
,

(丫一 1 )/( v + 1)

已不能代表 p :

/ p
:

的数量级 (p
;

为未扰液流的密度
,

几为激波上气体的密度)
,

因此
,

级数

(1
.

3 )已不复正确
,

切尔诺依法这时便失去了理论根据
.

一
、

问 题 的 提 法

兹考虑平面或轴对称物体的高超声速绕流问题
.

在物体周线上的每一点作法线
,

并作这

些法线的正交曲线
,

以此正交曲线作坐标系
,

记 为 x
,

扮 (图 1)
.

在此坐标系中
,

运动方程

为〔”

、..........、
z

‘l

!
/“

1 + 夕/ R

“

au u刀 \

十 V
~

人 十 n
. - 一 .一 一

a g 式 一 夕 /

a尸

aX

i硕刀R 刁二
一

+ “

u 2

R + 夕

1

1 + 夕/ R

a尸

a夕一

Ug口a

面叙彻

(1
.

1 )

Z口.、
、
Z‘.、
、

PP

吴(p

一
)+

命
〔p

一
(‘+ , / R )卜 ”

u 口S 口S

工干i刀充 刁x + “
即 一 U

钱伟长推荐
.



袁 锰 吾

砂
一

(二)

图 1

式中“及。分别代表沿x 及 , 的速度分量
,

R 是剖面周线的曲率半径
. , ,

一〕
.

时
,

对应于平面剖而
,

, ~ 2 时
,

对应于轴对称剖面
.

激波上的条件为

p Z一 :

呈
, 。1

犷
2 5‘一刀一荟二}

p
l

p ,
_ _

_

州州/( 1少沪 /尺)二竺
。。

一
: , ,

二
了 封荆

厂 、s‘”仗十 c o “a
火1千沪/ 尸

(1
.

Za
,

b
, e
)

_ V 一 1
,

—
一一丁 石

.

l es

护十 1

2 1

, + 1 M
Z sin 节

u 十 i干, 丽房 一 厂

气
c ”sa 一 s‘“a l千卿

尸

式中 F 为来流的速度 , 刀为激波的倾角; a 为物体周线的倾角
; 夕兴(劝为激波的曲线

; 标号

“
1
”

及
“

2’’ 分别代表来流及激波上的参量
.

高超声速时
,

激波很 强
,

p ,

/ p
Z
《 1

,

激波紧紧地邻近于物体的表面
,

气流在无限小薄层

(称为激波层 ) 内流动
。

我们试来估算激波上各流动元的数量级
.

记 p ,
/ p

:
二 。 ,

并设〔‘’

夕关~ O (
。
)

则由(1
·

Ze )得
“2一犷C o s a一o (一)

由(1
·

Zb )得

户:
/ P : ~ v Z

+ O (
: )

故

”2

~ O (
e
)

由(l
·

Z a
)可得

P
Z

~ 0 (1 )

我们假定自激波至物面整个区域内流动参数都有上 述 的 数 量 级「‘’,

切 尔 诺 依 取 “-

(下一 1 )/ (, + 1 )
,

即假定 (1
.

2b )中右边第二项2 / (护+ 1)M
Zsin

Z

刀很小
,

因而
e 足 以代表户

J
/ p

:
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的数量级
.

在此情形
,

流动元便可展为下列级数
〔”

夕一 eg o + ⋯

u = u o
+ 召u l + ⋯

口一 eu 。+ ⋯

尸一尸
。
+ 。尸1 + ⋯

p = P 。

/
。+ P , + ⋯

(1
.

3)

、....、了2...

式中
。~ (, 一 1)/( ? + 1 )

.

但是
,

在 p ,

/ p
Z

为小量的前提下
,

仍有可能出现这样的情况
,

即(, 一 1)/ (y+ l) 《2 /( , 十

l) M zsi
n

切
,

, ~ 1时
,

即将出现这种情形
.

在此倩形下
,

(, 一 1 )/ (, + l) 就不能代表p :
/ p

: 的数

量级了
,

级数(1
.

3 )就不复正确了
.

本文只保留激波层的概念
,

即假定在激波层一薄层内
,

几乎集中了波面与物面间的全部

气体物质
,

因而 p ;
/ P

:

为小量
,

即保留了上述切尔诺依关于激波上流动元的数量级的估算的

结论
,

但是抛弃了切氏的级数展开法
,

即 不 用 级 数 公 式 (1
.

3 )
,

而 是 探 用稍许改变了的

M
.

E
.

ll lB e 双“ , 法
.

下面就用本法求解尖头薄体的高超声速绕流问题以说明本方法的大要
.

二
、

尖头薄体的高超声速绕流问题的解法

兹考虑尖头薄体的高超声速绕流问题
,

根据平面截面律
,

薄物体的高超声速绕流与活塞

膨胀所引起的平面不稳定流动相似
.

在此情形
,

旋转物体的轴对称绕流
,

相当于具柱面波的

流动 , 翼剖面的绕流
,

相当于具平面波的流动
。

设
:
P及p为气体物质的压力及密度 ; R 为气体物质距对称轴 (面)的距离 , 独立变量取时

间 t及兰格兰 日坐标。
; 它的值由dm 一尸

r ’ 一 ‘

dr 决定 (
r
为初始时刻R 的值

,

p 。

为初密度 , , ~ 1
,

2

相应于具平面波及柱面波的流动 )
。

理想气体绝热运动的方程为
(‘’

望溯
, 一 : 一

答U 材‘ 尸

黔一
R

,

一

篡 (2
.

la
,

b
, e
)

界
一

P/n
’
一 。

抓势势

1
.

零级近似

由于(2
.

la) 的右端是微量
,

写成为

E
.

川Be 玖的方法
【“’,

求零级近似解时
,

可将(2
.

1) 改

(2
.

2 )必枷

一O

- 一尸。
, 一 !

一一
oy尸P0aat
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上式最后一式的得来
,

是由于

P / p
y
二 (P

。
+ P :

)(p
。
+ p ,

)
一 护= (P

。
+ P

:

)(户‘
护
一 , p 万护

一 ’p : + ⋯ )= P
。

/ p
。犷+ ⋯ (2

.

3 )

积分(2
.

2 )得

R
O
一 R

。

(才)
、

一 一
, 、

R
n

坑一以‘)一瓦执 (2
.

4a
,

b
, e
)

p 。= P。, , ,
/浮

。

(m )

式中R 。
(t)

,

P (t )
,

沙
。

(m )为任意函数
.

一级近似

求一级近似解时
,

按 M
.

E
.

lll Be 玖 法
,

可将(2
.

1) 改写成为

p 。* 一器
一 。

。

/ p
。

护R 。
_ _ ,

妙尸

一
了 ~ 一式

护 ’ 一

一
-

口t
. 口沉 (2

.

5 )

口 。
, . ,

5 了
一

厂 / P
r

二 U
U 奋

然后求(2
.

5 )的精确解
.

我们现在稍许改变M
.

E
.

川Be 玖的方法
.

因为尸/ p 《1
,

则必有p 。/ p
。《1

,

令

p o

/ p
。

~ 。
(2

.

6 )

式中标号
“

~
”

表示数量级相同
, ‘
为小量

·

令

P ~ P o
+ P‘+ P :

+ ⋯

尸一尸
。
+ 尸1 + 尸

2
十 ⋯

R ~ R
o
+ R l + R

Z
+ ⋯

并规定
: P。的数量级为。一 ’; p ; ,

p 。及 R 。 的数量级为1 ; p Z ,

尸;及R
,

的数量级为勺 P : 及R
:

的

数量级为 砂
,

将(2
.

7 )代入 (2
.

1 )得

。。

(R
。
+ 刀 ,

)一
,

匹R
。 + R

,

)

am

口么(R
。
+ R

l

)
口tZ

= 一 (R
。
+ R

;

)

P 0

P o 十P i

, 一 , 。(P
。+ P

,

)
am

二
〔(p

。
+ p

l

)/ ‘。
。
+ 。!

,
’

〕一” }
(2

.

sa
,

b
, e
)

略去数量级为 O (扩)各项
,

(2
.

8a) 可简化为
, 一 x 口R

-

a m
一 l /P

。

(2
.

9 )

现简化 (2
.

8b )
:

日“R
。

.

。
, , 竺

+
O 不一

口Z R

口tZ 一
: R :一

。(一 , )R
。一二

, + ⋯ :
·

(釜
+

嚣
1
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一【
* :一

釜
一

+ (一 , ) * :一 * :

器
+ R :一器〕

�
RR

将 ( 2
.

2 )代入得

R 芯
一 I

釜
一‘一

‘’ 。 日
Z R

.

一

式
1

一二乙
, -

口了
“

( 2
.

1 0 )

同理
,

( 2
.

8。 )可简化成为
:

P
、

p
.
\

万亏二

一 V 于
竺
. 一 V

厂。
’

沪。,
( 2

.

1 1 )

、1!lseweeswe
,

、11...ee饭.sewe/

将( 2
.

9 ) ~ ( 2
.

1 1 )积分
,

R
l
~

_

旦
_

(
口才 \

最后得

R 石
一 工 {:

.

架
乏“m + “’“’

n
, _ 、

R
。

厂 1
一 叹V 一 1 , 一石二

’

式吞
(
. RI 咖

J饥 .

(2
.

1 2 a ,

b
, e

)
1

R 石
“ ‘ f

‘

J二

a ZR I

日t
Z
d m + P贯(t )

鬓
一 :

众
一 ’

1

‘。’

边界条件为
‘”

( 1 ) 在激波上的条件
:

m = P O
R 朴
州

,

尸漪 2

下十 1
POD Z

一
甘一 1

y + 1 )
_ 、

_

岁 、 {
夕一 I D 名

, 少

( 2
.

1 3 a ,

b
, e
)

。
一
兴

。。

/ (
‘+

这里
, a
为声速

,

刀一 dR 勺dt 为激波传播速度
,

尸
” ,

p 。为初压力及初密度
.

( 2 ) 活塞表面上的条件
m 一 。时

,

刀二左( t )

现在
,

问题归结为求 ( 2
.

4) 及 ( 2
.

12 )的满足边界条件 ( 2
.

13 )及 ( 2
.

1 4 ) 的解
,

两种不同情形来解这问题
,

这两种情形是

( 2
.

1 4 )

我们分别就

苏
一

{一岁
一。‘

·
’

粼
《

井
1

岁
一。‘

￡
,

招
一
茅
一 0 ‘e’时

,a 0 2

尖头薄体高超声速绕流问题的解

设R 。
( t) 是激波的传播规律

,

由 ( 2
.

8 c
) 得

飞leeJ
220

a0
‘

Rp 。
+ 。

1
+ p :

十

一州收卜
,

早
,

钧
一

叮嵘分蕊;)
一

粼
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一

州羚:
+

尝)
一 ‘+

(羚补群)
一 ‘

(拜》群
十 ⋯

〕
故得 (在激波上)

p 。一

叭瑞
十

群
,

。1一

李
一

(荟就)蛋 (3
.

1 )

(2
.

1 3 b )可变为

尸
。
十尸:一 。

,

应卜 ,份(p嗽 + P0)
y 宁 1

故得 (在激波上 )

尸
。
一 p 。

左:
,

尸,

一犷{(
p 。及急+ 尸

,

7 一 1
(3

.

2 )

现求 J
。

(m )
,

在激波上
,

将(3
.

1)及 (3
.

2 )代入(2
.

4 e )可求得 J (m
关
)

,

于是得

故

。。

/(: 办裁
一

)一少谋胃少

氏‘。 ,里丝瞥业侃
十

歇) (3
.

3 )

。。一尸
。! , 护。。

/ (器
一

{
+

将(3
.

2 )将代(2
.

4 b )得

P (t )= p 0
R 丢+

R
。

R 石
一 ’

苏;:
))(

。。

”“
·

,)
“’

P o
R 落

V

(3
.

4 )

得

P。二 户
。
R 丢+ p 。

户
。刀

。

V
(3

.

5 )

在 (2
.

1 2a )中
,

因在激波 上
,

R
,
二 0

,

故R 全(t)= 0
,

将(3
.

3 )及 (3
.

5 )代入 (2
.

1 2 a )
,

并注

意到二 ~ p o
R 芯(

:
)/

, ,

d。 ~ p oR 言
一 ‘
(
:
)及

。

(
:
)d

:
得

R
,

1

R 石
一 ’ {

.

(不不:
+

箭)
R “

一 ’
‘
·

,”
。“‘’‘ ’

‘
·

,“
·

·

沙
+

咧
卜

赞)]l’v
在(2

.

1 2 b )中
,

因在激波上

“
1

一留
‘p

。

““十””

故得

尸犷(t) - 一
丫一 1

护+ 1
(p

0
R 志+ P

o

)

尸
生
一‘一‘,

撬
一

{
~ ,

I f
允

、
召阴一 千、 . 二 、几

扰 6
产

」仍 .势 dm 一

荟孙
尸

。
十 p “

”“
(3

.

6 )
仍 .

将(3
.

1 )及(3
.

2 )代入(2
.

12 e )得
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”
1

‘。 ,
一(若巾(

, 十

。1
一

乳
一

久
+

(粼

a 0 2

丫尺 ;
: ,
)
一

心扮
、
戴
。
/ (

? 一 1
, a O Z

、

下+ 1 丫 左急(
:

))
于是得

卜嵘:)/( 翔
+

潇认
一

)}l (3
.

7 )

要得到问题的最后解
,

还必须利用在活塞表面上的条件
,

设活塞运动规律为左(约
,

则应

满足条件
:

当 : 一O时

R 一R
。
+ R

‘+ O (
。2

)= R (t )
于是得

n I f
扰。
一尸石

一 ,

j
牛卜幕

)卜
一’

‘
·

,”“
‘’“‘

·
’“

·

〔”
“+ “俨

。

(
‘一

鄂)〕
“’

= 尸(t)+ O (
。2

) (3
.

8 )

、Lr少

)tD,曰U�l细长圆锥的绕流情形 (v -

左-

R
o 二 ( 3

.

9 )

将 ( 3
.

9 )代入 ( 3
.

8 )得

因

故得

代入上式得

n 御一 1
.

a0
2
、D _

~

“ 一火不干1甲下D 乏 )
一

艺一
“

“= V t g a ,

D = V t g刀

“ V
, ,

D V
_

、 二二 - 认
~

a
; 二 : 丈、

_

几
二二二一万 打

二二二 丈、 。

0 , O ’ 口’ 口”

二 1 犷 i 夕一 1
.

1 、_ 二
八

。

一
一

冬八 oI
‘ .

: + 一莎
‘
】一式2 一

。

、? + 1
‘

K 圣) 一“

解之得

粼
+

丫
一

(霖犷忱
l

K
“ (3

.

1 0 )一一
KcK

而计算圆锥激波倾角的通用公式为
‘3 ’

令
一

粼
+

丫({幸了不霖于百 (3
.

1 1 )

2
.

0 L

。

{_
_

_ 、 . , .

一
胜二‘

图 2
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图 2 将本文公式 ( 3
.

1 0) 与通用公式 (3
.

1 1) 及精确解进行了比较
。

图中实曲线表通用公式

( 3
.

n )
,

虚线表数值解 ( a ~ 20
’

)
,

点画线表本文公式 ( 3
.

1 0 )
.

从图可见
,

当 K < 1 时
,

木文

公式 ( 3
.

1 0 )比通用公式 (3
.

1 1 )要精确些
.

四
、

卜生
《丫

一

认券
一0 (。 时

,

尖头薄体

高超声速绕流问题的解

在此情形
,

我们求各级近似解时
,

均略去 (y一 1 ) / ( , 十 1 )
.

( 2
.

1 3c )可改写成为

p 。+ 。, + 。:
+

一
p 。

(
2

丫+ 1

a o 2 .

, 一 i 丫
l

扁二丫 一 口

瓦右 丫十 1 /

一。
。

l(
:

草
, :

孰粼
一 2

(粼卜〕
了‘.,、

、

一

、

、..尸
尹a0

�
·

双

故得

p 。一。
。

(
2

护+ 1
p : = 0 (4

.

1 )
自人

一、、./
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.
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.
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.

故
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.
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设活塞运动规律为R (t)
,
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:
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。
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细长圆锥的情形
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a o 么
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故得
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丫
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1�一Q自

一一
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。
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从 ( 4
.

9 )及通用公式 ( 3
.

1 1 )可知
,

当 , 一 1 时
,

两式是完全一致的
、

按切尔诺依法所得一

级近似解
,

虽然也与通用公式 ( 3
.

1 1) 一致
,

但当夕一 1时
,

( , 一 1 )/( , 十 1) 已不能代表 p :
/ p

:
的

量级
,

因此
,

把流动元展为(丫一 1 ) / (? + l) 的级数的公式 (l
.

3 ) 已不正确 了
.

所以
,

切尔诺依

法不适用于 , 一 1的情形
.

本文所提方法就补救了这一缺点
。
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